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Nous etudions les proprietes metriques des lignes de niveau des applications diffe- 
Cj rentiables (au sens intrinseque) definies sur le premier groupe d'Heisenberg (H^, cioo)) 

O muni de sa structure sous-riemannienne standard. Nous presentons notamment I'ana- 

lyse exhaustive du cas d'une application F G (7)^(11^, M^) dont la difFerentielle ho- 
^-H rizontale D^F est surjectivc. On decouvre, en particulier, que les lignes de niveau 

^ d'une telle application peuvent etre de nature rugueuse et ne font pas partie des 

^ " sous-varietes intrinseques regulieres" . 
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1. Introduction 



1.1. Motivation et resultats principaux 

Get article est consacre a I'etude des proprietes metriques des sous-varietes intrinseques dans 
le cadre de la geometrie sous-riemannienne. Nous traitons ici I'exemple de la structure sous- 
riemannienne non-triviale la plus simple, c.-a-d. celui du premier groupe d'Heisenberg H^. Pour 
nous, une sous-variete intrinseque signifie un ensemble qui coincide localement avec une ligne de 
niveau d'une application differentiable intrinsequement dont la differentielle est surjective, par 
analogie avec le theoreme classique des fonctions implicites. 

Le theoreme classique des fonctions implicites dit que localement I'ensemble de niveau G~^(0) 
d'une application G G Ci(M",M™), G(0) = et dG(0)(M") = M™, pent etre represente comme 
un graphe (d'une application C^) associe a une decomposition de I'espace tangent en M" = 
Ker dG(0)©M'", oii la differentielle dG{0) restreinte au deuxieme facteur M"* est un isomorphisme. 
Si on se place maintenant dans le cadre de la differentiabilite horizontale, on voit apparaitre un 
nouveau phenomene algebrique propre a la geometrie non-commutative. Etant donne un mor- 
phisme de groupe surjectif L : G — )• H, il n'est pas toujours possible de trouver "le deuxieme 
facteur", c.-a-d. d'avoir une decomposition G = (KerL) • EI en produit (semi-direct) de deux 
sous-groupes. Autrement dit, un morphisme L : G — ?■ EI dans la suite exacte de groupes 

{0} — > Ker L — ^ G H ^ {0} 

n'est pas toujours scinde (a la difference du cas des groupes abeliens M" et M™). 

Si, tout de meme, la differentielle horizontale DhF{0) : G — )• EI entre deux groupes de Car- 
not est scindee, alors le theoreme des fonctions implicites a lieu dans sa forme presque classique 
[MagOT] (voir theoreme 3.3 pour la formulation precise). Les ensembles de niveau correspondants 
s'appellent dans ce cas-la sous-varietes intrinseques regulieres selon la terminologie de [FSSC'OT]. 
Les varietes intrinseques regulieres ont ete surtout beaucoup etudiees en codimension 1 (hyper- 
surfaces regulieres), oii leur regularite du point de vue de la geometrie sous-riemannienne a ete 
etablie [FSSC03a, FSSC03b, FSSC07]. 

Dans le travail present nous considerons I'exemple modele le plus simple d'une sous-variete 
intrinseque pour laquelle la differentielle horizontale en question n'est pas scindee et le theoreme 
3.3 ne s'applique pas. Get exemple est donne par une ligne de niveau de I'application F £ 
Cjj{M^ avec D^F surjective. Les resultats que nous obtenons sont partiellement resumes 
dans 

Theoreme 1.1. Soit F E C}^{lf,M?) telle que F(0) = et DhF{0) est surjective. Alors il existe 
un voisinage compact U de V element neutre G tel que les proprietes suivantes sont verifiees : 

1. L'ensemble F^^{0) est e-Reifenberg plat dans U par rapport au centre de M.^ (dit sous-groupe 
vertical) avec e — t- uniformement lorsque I'echelle se raffine (definition 4-^1 > lemme 4-3) ■ 
C'est en fait une caracterisation locale exacte de F~^{0) au voisinage de (proposition 
4.9); 

2. L'ensemble T := F-i(O) n U est un arc simple (appele courbe verticale) (corollaire 4-15 du 
theoreme 4- 12) ; 

3. La dimension sous-riemannienne de T egale 2 ; dim/^F = 2 (corollaire 5.12 du lemme 5.3) ; 

4. La dimension euclidienne de F peut prendre toute valeur dans Vintervalle [1,2] (lemme 
5.29); 
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5. La "formule de I'aire" pour la mesure de HausdorjJ sous-riemannienne de T est donnee par 

nliT) = IsliT) = liminf (1-1) 

a 

ou a = {Aq < ^1 < . . . < An} designe une subdivision ordonnee de T (Aq et An sont les 
extremites de T), et \\a\\ = max(ioo(^j) ^i+i) (corollaire 5.12 de la proposition 5.9) ; 

i 

6. Si, en outre, F G C^j^"' (M^ , a > 0, (ou mime sous des hypotheses plus faibles sur la 
regularite de F), alors la courbe verticale T est fortement reguliere an sens dAhlfors, et la 
formule de I'aire se reecrit (quitte a choisir la bonne orientation) 

^L(r) = ^5^(r) = J dz + 2 j xdy-2 j ydx, (1.2) 
r r r 

oil il s'agit des integrales de Stieltjes (lemme 5.10, proposition 5.18, lemme 5.19) ; 

7. II existe, neanmoins, des exemples de courbes verticales Ti^2 "rugueuses" telles que 

-H^(ri) = oo, -H^(r2) = {exemples 5.36 et 5.37). 

Nous obtenons egalement la formule de la coaire (theoreme 6.1) pour les applications F G 
Cl}'^{m\R'^), a > 0. 

Notons que la propriete 2 a ete recemment independamment obtenue dans [LAIIO]. 

Ainsi, la propriete 7 dit qu'une sous-variete intrinseque F, qui est " irreguliere" pour la raison 
terminologique, peut, en effet, etre irreguliere du point de vue metrique. La question naturelle 
dans ce contexte est de comprendre si ce phenomene se produit de fagon systematique. Autre- 
ment dit, est-ce que dans la situation, ou la differentielle horizontale (d'une application de classe 
Cjj^ entre deux groupes de Carnot) est surjective mais n'est pas scindee, des lignes de niveau 
correspondant sont toujours de la bonne dimension mais peuvent etre irregulieres (au sens d'Ahl- 
fors, par exemple) ? Le cas oil le groupe de Carnot image est non abelien sera certainement plus 
intrigant. D'une part, cela necessitera probablement un certain analogue du theoreme de prolon- 
gement de Whitney pour les applications de classe Cjj dont I'image est un groupe non abelien. 
D'autre part, il se peut que pour une raison de rigidite structurelle, toute application de Cjj 
avec la differentielle horizontale surjective soit forcement plus reguliere qu'on n'y penserait (un 
morphisme, par exemple). On peut se demander s'il existe des groupes de Carnot G et HI tels 
que I'espace Cjj{G,M.), quotiente par Paction evidente des dilatations et translations, possede des 
points isoles. 

1.2. Description et structure de I'article 

Nous commengons par introduire la notion de groupe de Carnot dans la sous-section 2.1. 
Nous concentrons notre attention sur une structure metrique intrinseque qui est donnee sur les 
groupes de Carnot par une distance homogene invariante a gauche (definition 2.1). Remarquons 
qu'une telle distance sur un groupe de Carnot non-abelien n'est pas (bilipschitz) equivalente a 
une metrique riemannienne, meme localement. Un exemple privilegie d'une distance intrinseque 
est celui d'une metrique dite de Carnot- Caratheodory. Elle est definie entre deux points comme 
I'infimum de longueurs de courbes horizontales (absolument continues) reliant ces points, ce qui 
est naturellement motive par la theorie du controle optimal. 
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Dans notre etude, le choix concret d'une distance intrinseque ne joue aucun role important. 
C'est, d'une part, parce que deux choix differents donnent toujours deux distances (bilipschitz) 
equivalentes et, d'autre part, si on veut passer d'une distance a une autre dans les formules (1.1) 
(1.2) il suffit seulement de tenir compte de leur rapport le long de I'axe vertical (remarque 5.14). 

Dans la sous-section 2.2 nous presentons le concept de la differentiabilite horizontale (definition 
2.2) et ainsi que certains resultats la concernant qui nous seront utiles dans la suite. Ainsi, nous 
utiliserons le theoreme de prolongement de Whitney (theoremes 2.4, 2.5) pour caracteriser de 
maniere reversible les courbes verticales (condition (4.1) et remarque 4.3) et pour en construire 
des exemples avec des proprietes desirees par la suite. 

Dans la section 3 nous presentons un survol de certains aspects de la theorie des hypersurfaces 
H^-regulieres qui est base sur les travaux [FSSC03b, FSSC07, ASCV06]. On rappelle d'abord le 
theoreme des fonctions implicites (le cas de la differentielle horizontale scindee ; theoreme 3.3) 
qui nous met en contexte general oii emergent les surfaces intrinseques regulieres. Parmi elles, 
c'est notamment le cas des hypersurfaces (en codim = 1) qui a ete le plus etudie (theoreme 3.4, 
definition 3.5). Ceci est du non seulement a sa simplicite en comparaison avec les cas de codi- 
mension plus grande, mais aussi a I'importance des hypersurfaces dans un theoreme de structure 
des ensembles de perimetre fini (voir [FSSC'03ft] pour le cas des groupes de profondeur m = 2; 
[AKD08] pour un progres recent dans le cas general). 

Dans la sous-section 3.2 nous donnons, en particulier, une nouvelle demonstration elementaire 
du fait qu'une surface H^-reguliere est feuilletee par des courbes horizontales de classe or- 
thogonales a la normale horizontale (lemme 3.8). Ceci est un ingredient indispensable pour les 
considerations de la partie 4.3.2. A la difference de celle dans [BC'KI], notre approche permet d'ob- 
tenir ce fait directement sans passer par un resultat (tres remarquable, d'ailleurs) de Dafermos 
[DafOG] sur des equations quasi-lineaires. 

Le lemme 3.10 dans la sous-section 3.3 fournit la description geometrique de la forme approxi- 
mative de I'intersection des boules metriques avec une surface H^-reguliere. 

Dans la section 4 nous nous langons dans I'etude des lignes de niveau d'une application F E 
C}j{m'^,R'^), F(0) = 0, avec DhF surjective. 

En premier lieu, nous donnons un critere metrique (dit "condition de Whitney" (4.1), re- 
marque 4.3) pour qu'un ensemble compact E soit contenu dans une ligne de niveau de F. Ce 
critere dit, grosso modo, que I'ensemble E en tout point doit etre tangent (au sens de dilata- 
tions homogenes) a I'axe vertical Oz. II est important de noter que les valeurs de la differentielle 
horizontale D^F prises sur F~^{0) n'ont aucune consequence sur I'ensemble F~^{0) (de fagon 
informelle : "la differentielle horizontale ne capte pas le comportement vertical des ensembles de 
niveau"). En effet, pourvu que D^F soit surjective sur F~^(0), on pent toujours trouver une 
autre application F £ C}j{M^,R'^) telle que (au moins localement) F'^iO) C F'^{0) et, par 
exemple, DhF\_F~^(0) = Mott soit I'identite sur le plan horizontal. En particulier, la regularite 
de DhF\_F~^{0) ne dit absolument rien sur la regularite de F~^(0) (a la difference de la regularite 
de Di^^F au voisinage de F~^{0)). C'est un phenomene nouveau meme pour la geometric sous- 
riemannienne, car, la regularite d'une surface H^-reguliere se reflete dans la regularite de sa 
normale horizontale [BSC'IO]. Cela ne laisse pas d'espoir d'avoir une expression de la mesure 
^^lF-^(O) (formuledel' aire) qui ferait intervenir de fagon non-triviale les valeurs DhF\_F ^(0) 
(comparer avec le cas euclidien ou le cas des hypersurfaces regulieres sous-riemanniennes) . 

Comme le noyau Kei D^F = Oz n'admet pas de groupe complementaire dans H^, il n'existe 
done pas de graphe intrinseque associe (definition 3.2). Par consequent, meme le parametrage 
local de I'ensemble -F~^(0) est un probleme nouveau non-trivial. La strategic qui consisterait a 
couper F~^(0) par des surfaces lisses feuilletant I'espace (qu'on se donne a I'avance) ne pent 
reussir a la difference du cas oii la differentielle est scindee. En effet, on pent montrer que pour 
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toute surface S de classe C , on peut trouver un exemple de F telle que localement S contient 
plusieurs points de F~^(0). Pour ce faire, il suffit de se placer an voisinage d'un point ovi la 
distribution horizontale n'est pas tangente a la surface et d'utiliser la condition de Whitney. 

Pour surmonter cette difficulte on fait appel a la theorie du parametrage de Reifenberg des 
ensembles plats (voir [ReiGO, DKTOl, DT99] pour certains aspects de cette theorie dans M"). 
On demontre d'abord par un argument topologique qui fait intervenir le degre d'une application 
continue [Llo78] que la projection de I'ensemble i^~^(0) sur I'axe Oz est surjective au voisinage 
de 0. Ce fait combine avec la condition de Whitney conduit a ce que F~^(0) est e-Reifenberg plat 
par rapport a I'axe Oz (definition 4.11), oii e — )• uniformement lorsque I'echelle devient de plus 
en plus fine (lemme 4.7). Une simple reecriture de la condition de Whitney implique que c'est en 
fait une caracterisation locale exacte de F~^{0) (proposition 4.9). On demontre ensuite (theoreme 
4.12) un analogue du theoreme du parametrage de Reifenberg adapte a notre situation. Grace au 
fait que la dimension topologique du noyau Ker D^F = Oz egale 1, la preuve s'obtient facilement 
par un algorithme dyadique qui consiste a chercher a chaque etape un point "quelque part au 
milieu" entre deux points obtenus a I'etape precedente. Nous en deduisons ainsi que F~^{0) est 
localement un arc simple. Ce resultat est avant tout topologique, car le parametrage obtenu de 
F~^(0) est encore plus "implicite" (vu I'absence de graphe adequat) que dans le theoreme usuel 
des fonctions implicites. 

Une autre approche du parametrage de F~^(0) consiste a reg arder ^-^(0) comme une in- 
tersection de deux surfaces H^-regulieres qui se coupent transversalement, c.-a-d. leur normales 
horizontales sont lineairement independantes (sous-section 4.3, a comparer avec [LMIO]). Ceci 
entraine (grace au lemme 3.8) que toute courbe horizontale sur une surface rencontre I'autre sur- 
face en exactement un point. On aimerait bien alors parametrer I'ensemble d'intersection par des 
courbes horizontales. Le probleme ici est que les courbes horizontales sur une surface H^-regulieres 
sont engendrees par un champ de vecteurs (non-singulier) qui n'est pas lipschitz regulier. Par 
consequent, plusieurs de ses trajectoires peuvent passer par un point donne. Neanmoins, il est 
possible de regler ce probleme en choisissant une sous-famille ordonnee de trajectoires (definition 
4.19) qui, munie de la topologie uniforme, est homeomorphe a un intervalle (theoreme 4.21). 
Cette sous-famille est appelee "flot sans penetration" par analogie avec la mecanique de fluides. 
Cette methode de selection du flot continu (analogue, en fait, a celle dans [Wci02]) peut etre vue 
comme un substitut du theoreme de redressement d'un champ de vecteurs non-singulier qui est 
seulement continu. Malheureusement, elle ne s'applique qu'en dimensions 1 et 2 essentiellement ; 
son extension a des dimensions plus grandes est probablement impossible. Or, la question qui 
nous interesse dans ce contexte, c'est plutot la topologie d'un ensemble transverse aux trajectoires 
(voir probleme topologique 4.24), et elle est encore plus delicate. 

Tout au long de la section 5 nous discutons les proprietes metriques d'une courbe verticale F = 
F~^{0) n U (definition 4.16). La premiere observation est que la courbe T traverse la distribution 
de plans horizontaux (la structure de contact) toujours dans un seul sens (5.1). Cela avec la 
condition de Whitney entraine que la distance intrinseque au carre est une quasi-metrique 
plate sur F (remarque 5.1, condition 5.4). 

Nous passons ensuite quelque temps a regarder dans le contexte abstrait les courbes A munies 
de quasi-metriques plates k (sous-section 5.1). En particulier, nous deduisons la dimension de 
Hausdorff de ces courbes (dim^ A = 1, proposition 5.3) et une formule generale pour la mesure 
de Hausdorff 'Hj.\_X (proposition 5.9). Nous donnons egalement une condition suffisante pour 
la regularite au sens d'Ahlfors de la mesure T-i^^X (remarque 5.5). Cette condition s'avere etre 
assez forte : elle garantit, en outre, que la mesure 7ij.\_X peut etre calculee en terme de I'integrale 
abstraite de Stieltjes (lemme 5.10, lemme 5.11). L'estimee des sommes de Stieltjes implique que 
la mesure Tij. d'un intervalle sur A est asymptotiquement egale a son diametre (formules (5.7) et 
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proposition 5.2). 

De cette derniere consideration nous deduisons des consequences pour les courbes verticales 
(corollaire 5.12, proposition 5.18). II est clair aussi que la regularite supplementaire de F ameliore 
la regularite de ses lignes de niveau (lemme 5.19, corollaire 5.20). A titre d'exemple, nous ca- 
racterisons les lignes de niveau des applications F £ Q"(M\m2), a > 0, comme des relevements 
verticaux (definition 5.25, lemme 5.27) de courbes ^"^^-holderiennes planaires. Nous utilisons 
egalement I'idee du relevement vertical des courbes fractales pour construire des courbes verti- 
cales de dimension euclidienne f3 pour tout /3 G [1,2] (lemme 5.29). 

En revanche, sans hypothese de la regularite supplementaire sur F, ses lignes de niveau ne sont 
pas forcement regulieres. Dans la section 5.3 nous construisons des exemples de courbes verticales 
ri,2 avec ^^(Fi) = oo et 'H'^{T2) = 0. En particulier, elles ne sont pas 2-Ahlfors regulieres. 
Remarquons que si 7i'^{T) = oo pour une courbe verticale F, alors I'aire de Levy, calculee le 
long de sa projection vr(r) sur le plan horizontal, est infinie. L'aire de Levy signifie ici I'integrale 
/ xdy — ydx comprise au sens de Stieltjes; pour prendre la limite on considere ainsi (notation 
5.17) le filtre de toutes les subdivisions (avec le pas maximal decroissant) sur une courbe et pas 
seulement celui de subdivisions dyadiques, par exemple (comparer avec le cas du mouvement 
brownien). La construction des exemples irreguliers (lemme 5.34) s'inspire notamment de la 
theorie de chemins rugueux qui a connu un developpement majeur ces dernieres annees (on 
renvoie le lecteur a [LQ02, LCL07] pour ses fondements). Pour realiser cette construction nous 
avons besoin des estimations precises des sommes de Stieltjes associees a l'aire de Levy pour 
les courbes ^-holderiennes (| est un exposant critique ici; voir theoreme A. 2, proposition 5.21, 
remarque 5.22). On obtient ces estimations (5.20) (5.21) dans le cas particulier des courbes qui 
sont donnees comme des series de Fourier lacunaires (5. 16) (5. 18) (voir aussi [ ]). 

A titre d'application de I'etude des courbes verticales, dans la section 6 nous demontrons la 
formule de la coaire (6.2) pour les applications F G C^(BI^,M^) sous une hypothese de regularite 
supplementaire de ses lignes de niveau (theoreme 6.1). II est interessant de comprendre si cette 
formule est valable sans hypothese de regularite supplementaire. 

Remerciement. Je tiens a remercier profondement Pierre Pansu pour les discussions scienti- 
fiques autour du sujet considere ainsi que pour son soutien constant tout au long de ce travail. 
Je remercie egalement Guy David qui m'a fait decouvrir des aspects importants de la theorie de 
parametrage de Reifenberg. 

2. Notions de base et notations 

2.1. Groupe de Carnot 

Un groupe de Carnot [FS82] est un groupe de Lie nilpotent G, connexe et simplement connexe, 
dont I'algebre de Lie g est stratifiee, c.-a-d. se decompose en somme directe g = Vi © . . . © 
Vm, dim Vi > 2, d'espaces vectoriels tels que [Vi, Vj] = Vi+i pour 1 < i < m — 1 et [Vi, Vm] = {0}. 
Les vecteurs appartenant a Vi s'appellent horizontaux a la difference des vecteurs n'y appartenant 
pas appeles verticaux. La distribution horizontale HG associee est le sous-fibre de TG defini par 
HgG = (Tg)*(Vi), oil Tg{h) = gh est une translation a gauche. L'entier m est appele la profondeur 
de groupe de Carnot. On rappelle 

Theoreme. Soit G un groupe de Lie, connexe, simplement connexe et nilpotent. Alors I'appli- 
cation exponentielle exp : g — J- G est un dijjeomorphisme global. 



7 



Grace a la graduation, on definit sur I'algebre de Lie g le groupe multiplicatif d'automorphismes 
a un parametre {6t}t>o qu'on appellera les dilatations : 

pour X GV^ona 6t{X) = fX. 

Par le biais de I'application exponentielle exp : 3 — t- G, on transmet Taction de {St}t>o sur 
G en gardant la meme notation. Ainsi, G est-il egalement un espace homogene de dimension 

m m 

topologique = ^ dim Vi et de dimension homogene Q = i dim Vi . La mesure de Lebegue /j, 

i=l i=l 

sur transportee via exp est une mesure de Haar biinvariante sur G et d{5tfi) = t^d^. 

Definition 2.1. Une norme homogene p est une fonction continue sur G, qui satisfait les pro- 
prietes suivantes : 

- p{x) > 0, p{x) = si et seulement si x = e (I'element neutre) ; 

- P{x~^) = P{x), pidt{x)) = tp{x), t> 0; 

- I'inegalite triangulaire generalisee : p{xy) < c{p{x) + p{y)), c > 1. 

A partir d'une norme homogene p, on construit la distance homogene dp sur G : on pose dp{x, y) = 
p{y^^x) pour tons x,y £ G. La distance homogene (c.-a-d. dp{5tx,6ty) = tdp{x,y), t > 0) est 
invariante par translations a gauche dp{zx,zy) = dp{x,y). 

Remarque. Si c = 1 dans la definition de p, alors la distance homogene dp est une vraie metrique, 
tandis qu'en general dp est seulement une quasi-metrique. 

Remarque. Si dp est une metrique sur G, alors dianip Bp{x,r) = 2r [FSSC03a], 011 Bp{x,r) = 
{y £ G \ dp{x, y) < r} est une boule ouverte en distance dp. 

Remarque. Deux normes homogenes, p' et p, definies sur G sont toujours equivalentes [FS82] : il 
existe des constantes ci et C2 telles que < ci < p'{x)/p{x) < C2 < 00 pour tout x £ G \ {e}. 

Proposition ([FS82]). Quelle que soit une metrique riemannienne driem sur G, pour chaque 
partie compacte K deG il existe deux constantes positives Ci et C2 telles que pour tous x,y £ K 
on a I 'estimation suivante : 

{x,y) < dp{x,y) < C2driem{x , y) ^ . 

En particulier, les topologies definies par dp et d coincident. 

Mesure de Hausdorff. On se place dans I'espace quasi-metrique {X, d). Par diam E = sup{d{x, y) 
x,y £ E} on note le diametre d'un ensemble E G X. Soit < /c E M ; pour e > et un ensemble 
E C X on definit 

{00 CX) ^ 

^(diam^i)*^ \Ec\J Ei, diam Ei <e\ , 
2 = 1 i=l J 

{00 00 
y^(diam£'i)^ | ^ C |J £'i,diam£'i < e,Ei est une boule > . 
i=l i=l ) 

Definition. On definit la mesure de Hausdorff k-dimensionnelle de E comme 'H^{E) = 
lim 'H^{E) = sup'H^{E), ainsi que la mesure de Hausdorff k-dimensionnelle spherique S'' de E 

comme S''{E) = lim S^{E) = sup5^(i?). 

Les deux mesures, T-O^ et S'^ , sont des mesures (exterieures) regulieres sur G et comparables 
entre elles. On appelle dimension de Hausdorff de E le nombre 

dimS = sup{A; | H^iE) = 00} = inf{A; | H^iE) = 0}. 
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Groupes d'Heisenberg. Le n-eme groupe d'Heisenberg H" est un groupe de Carnot de dimen- 
sion topologique N = 2n + 1 dont I'algebre de Lie de profondeur m = 2 : {) = Vi © V2. Ici est 
de dimension 2n, il est engendre par les vecteurs Xi, . . . , X„, Yi, . . . , y„, tandis que dim V2 = 1 
et V2 = span{Z}. La dimension homogene de egale done Q = 2n + 2. Les seules relations de 
commutation non-triviales sont donnees par [Xj, Yj] = — 4Z. Par la formule de Baker-Campbell- 
Hausdorff on obtient I'operation de groupe sur H" = M^"^^ = M" x x M : 

X + x' 

y + y' 

z + z' + 2{x', y)M.n - 2{x, y')M' 

L'action des dilatations est donnee par 6t{x, y, z) = (tx, ty, t^z). On note aussi vr(a;, y, z) := (x, y) 
la projection sur le plan horizontal. Dans tout ce qui suit nous utiliserons la norme homogene 
suivante sur H" : 

poo{x,y,z) = max{\/||xP + ||yP, 

oil II • II signifie la norme euclidienne. Par un calcul direct on pent montrer que la distance 
engendree, notee d^o, est en fait une metrique. Les mesures de HausdorfF construites a partir de 
doo serons notees 5^ et "H^. La dimension de Hausdorff correspondante sera notee dim/^E' pour 
E C H". Les champs de vecteurs invariants a gauche sont 

d d d d 

Xi{x,y,z) = h 2yi^, Yi{x,y,z) = 2xi — , 

oxi oz oyi oz 

d 1 

Z{x,y,z) = — = --[Xi,Yi], i = l,...,n. 

2.2. DifFerentiabilite horizontale 
Homomorphisme homogene 

Definition. Soit et — deux groupes de Carnot avec les dilatations respectives 6^ et 6^. 
L' homomorphisme continu L : G^ — t- G^ est dit homogene (ou horizontal), si Lodj = 5f oL pour 
tout t > 0. 

A un morphisme continu de groupes de Carnot L : G^ — )• G^ correspond un morphisme 
d'algebres de Lie C = expg oL o exp^^ : — t- q^. Dans le cas d'un homomorphisme homogene L, 

Le noyau d'un homomorphisme homogene Ker L = K est un sous-groupe distingue homogene 
dans G^. De meme, Ker C = K, est un ideal homogene dans g^. L'ensemble est dit homogene 
s'il est preserve par Paction des dilatations {5t}t>o- On remarque qu'un sous-espace homogene 
W <Z Q admet une decomposition en somme directe : W = {W n Vi) © . . . © {W n Vm)- 



Notion de derivee horizontale. Nous introduisons la notion de difFerentiabilite bien adaptee a 
la metrique interne, originalement due a P. Pansu. 

Definition 2.2 ([PanS9]). Soit / : G^ — t- G^ une application entre des ouverts de deux groupes 
de Carnot, (G^d^) et (G^,^^), munis de distances homogenes. L'application / est appelee hori- 
zontalement differ entiable en x G G"^, s'il existe un homomorphisme horizontal L tel que 

d^{f{x)-^f{xh),L{h)) = o{d^{h,e)) lorsque h ^ 0. 

Si c'est le cas, L est note par D^f^x) et appele la dijjerentielle horizontale de / en x. 
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Remarque. L'espace des homomorphismes horizontaux }iomh{G^ , G'^) entre et est muni 
naturellement d'une structure de groupe et de la norme 

= sup pr— — — . 

AeGi\ei « (^,ei) 

Si / est difFerentiable en tout point d'un ouvert Q et sa difFerentielle Dhf{x) depend con- 
tinument de x, alors I'application / est dite horizontalement continument dijferentiable sur fi. 
La classe de ces applications est notee Cjy(r2,G^), ou en abrege Cjj, si le contexte determine 
sans ambigui'te les espaces de depart et de d'arrivee. Comme dans la situation classique, la 
regie de derivation des fonctions composees est verifiee pour des applications de classe Cjj, ainsi 
que les autres regies arithmetiques. On remarque aussi qu'une application de classe Cjj entre 
deux groupes de Carnot est localement lipschitzienne en distances homogenes. Pour designer les 
applications de Cjj on utilise egalement le terme horizontale ou de contact. 

Critere en termes des derivees partielles horizontales. Nous presentons I'analogue du theoreme 
classique qui dit que la continuite des derivees partielles entraine la differentiabilite continue (voir 
[VodOT], par exemple). 

Theoreme. Soit / : — t- une application entre deux groupes de Carnot. Alors f € 
Cjj{Q, G^) si et seulement si pour tout champ de vecteur X £ HM^ horizontal invariant a gauche 
la derivee partielle Xf{x) = ^[ex.p{tX){x)]t=o est continue sur ft et pour tout x £ Q le vecteur 
Xf{x) appartient a la distribution horizontale de G^ au point f{x) : Xf{x) G ffj^^^G^. 

Dans les coordonnees choisies ci-dessus sur le groupe = M^, la differentielle horizontale pour 
/ E C7)^(]H\M) s'ecrit 

Dhf{A){v.,Vy,v,) = v^Xf{A) + VyYfiA) = Vhi/(^) • tt{v), 

oil on note par \/^if{A) := (^X f{A),Y f{A)) le gradient horizontal de / en A. 

II sera utile de se rappeler aussi la generalisation du theoreme classique de Lagrange. 

Theoreme 2.3 (de Lagrange [FS82]). Pour f £ Cjj(M^ ,M.) I'inegalite suivante est verifiee pour 

tous A,B em^. 

\f{A)-f{B)-Dhf{B){B-'A)\ < 

< Cd^{A,B){\\Xf{-) - + ||y/(-) - Yf{B)\\^^BMr))^ 

oil Boo{B, r) designe une boule en metrique d^o de centre B et de rayon r = cdooiA, B), c,C < oo. 

Definition. On dit qu'une application / : {X,dx) — )• (Y,dY) entre deux espaces quasi-metriques 
est Holder continue d'exposant /3 > 0, et on note / € Hf^{X, Y), si 

:= sup dyil^a), l{b))dx{a, b)^^ < oo. 

dx{a,b)>0 

On dit que / G hp{X,Y) si pour tout ensemble compact K (s X 

sup dY{lia),l{b))dxia, b)~^ — > quand (5 — > 0. 

0<dx(a,h)<S, 
a,b&K 

Definition. On notera Q"(IH1;M), < a < 1, l'espace des fonctions horizontalement derivables 
dont la differentielle horizontale satisfait pour une certaine constante M et tous A, B 

\\Dhf{A)-'Dhfm\ < Mdoo{A,Br. 
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Theoremes de prolongement de Whitney. II s'agit de prolonger une application scalaire diffe- 
rentiable initialement donnee sur un ensemble ferme en une application definie sur I'espace tout 
entier. Nous formulons ici ce theoreme pour le groupe d'Heisenberg H^. 

Theoreme 2.4 ([VP06]). Soit F C un ensemble ferme. Supposons que / : F — >• M ei 

k : F ^ Hom/i(]HI^, M) sont continues. On pose 

R{A, B) := f{A) - f{B) - k{A)[B-^A), 
et pour un ensemble compact K C F on definit 

PK{e) - sup 1^1^^ I A,B(^K,Q<d^{A,B)<eY 

Si pxi^) — ^ quand e — t- 0+ quel que soit un ensemble compact K <Z F, alors il existe une 
fonction f € Cjj{M^,M.) telle que f\p = f et Dhf\p = k. 

Nous aurons egalement besoin du theoreme de prolongement de Whitney avec le controle sur 
le module de continuite des derivees horizontales. Nous utiliserons en particulier ce resultat pour 
le module de continuite de Holder. 

Theoreme 2.5 ([VP06]). Soit K CM^ un ensemble compact. On se donne 0<a<l, f:K^M. 
et k : K ^ Hom/,,(EI"^, M) tels que pour tous A,B £ K 

\\k{A)-^k{B)\\ < Mdoo{A,Br, \R{A,B)\ < Md^{A,Bf+''. 

Alors il existe une fonction f G C]f(J^^,M) telle que f\K = /; Dhf\K = k et 

\\Dj{Ar'DJiB)\\ < CMdoo{A,Br 

pour tous A, B £ , oil C est une constante universelle. 

3. Les surfaces H^-regulieres 
3.1. Theoreme des fonctions implicites 

Definition 3.1 (Factorisation des groupes de Carnot). Soit NoG un sous-groupe homogene. Un 
sous-groupe homogene HI G est dit complementaire a N si G est un produit semi-direct de N et 
H, c.-a-d. N n in = e et tout element 5 G G pent s'ecrire g = nh, ou n G N et /i G H. 

Definition 3.2 (de graphe intrinseque regulier [FSSC07]). Etant donnee une factorisation G = 
N • in en produit semi-direct des sous-groupes homogenes, et N est normal, le graphe intrinseque 
regulier associe, qui est engendre par une application : C N — > H, est un ensemble 

<S(f, = {n(j){n) I n G 0} C G. 

Theoreme 3.3 (des fonctions implicites [MagOT]). Soit Q, C un ensemble ouvert et f £ 
Cjj{^l, G^). Supposons que la differentielle horizontale Dhf{ao) : — G^, uq G ^l, est surjective. 
On suppose en outre que le noyau N = Ker Dhf{ao) admet un groupe complementaire M (on a 
done une decomposition associee oq = noho). Alors il existe un voisinage Ufq de uq dans N, un 
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voisinage Um de /iq dans M tels que localement la ligne de niveau f ^(/(ao)) s'ecrit comme un 
graphe intrinseque regulier engendre par une unique application continue : C/pj — )• f/e, c.-d-d. 

(/(ao)) n C/n?7h = {n^{n) \ n £ Un}- 

De plus, il existe une constante C telle que 

dp{ip{n),ip{n)) < Cdp{nip{n'),n'ip{n')). 

En particulier, V application if est de classe de Holder d'exposant ^ par rapport d la distance dp 
sur [/e Gt d une norme euclidienne || • || sur C/pj, ou m est la profondeur de . 

On voit que dans le cas de la factorisation, H est isomorphe a ~ G^/N. Done, en particulier, 
H lui-meme est un sous-groupe de Carnot de G^. On constate ainsi qu'en general la condition de 
la factorisation ne se realise que dans des cas assez speciaux. 



Hypersurfaces sous-riemanniennes. Le cas le plus simple et le plus etudie auquel le theoreme 
3.3 s'applique est celui d'une application scalaire / : G — M. Si Dhf{ao) est surjective, alors il 
suffit de prendre un element a ^ Ker Diif{ao) et definir IHI comme etant le sous-groupe engendre 
par a. Autrement dit, il existe un champ de vecteurs horizontal X tel que Xf{ao) ^ 0. Par 
consequent, localement I'application / est strictement monotone le long des lignes integrales du 
champs X. 

Theoreme 3.4 (des fonctions implicites en codim = 1 [FSSCOSb]). Soit Q C G un ensemble 
ouvert, £ n, oil on identifie G = via les coordonnees exponentielles. Soit f G C|^(G,M) 
telle que /(O) = et Xif{0) > 0. On note Is = {£, = (^2, ..■,^n)^ M^-\ \^i\ < 5}. II existe un 
voisinage U C ^ de 0, S > 0, et une fonction continue : — )• M tels que 

f-\0) nU = mo ■■= exp(0(OXi)(O,e) I ( G Is}. 

En outre, il existe s : f^'^ H U — )■ R une fonction borelienne, ^ < s < c pour c > 1, telle que la 
formule suivante est verifiee 



Is f'H0)nu 

ou les champs de vecteurs horizontaux invariants d gauche {Xi, . . . ,X(iiinVi} forment une base 
de HG. 

Definition 3.5 ([FSSC03b, FSSC07]). L'ensemble S C G est appele hypersurface reguliere sous- 
riemannienne (ou G-hypersurface) s'il est donne localement au voisinage de tout point comme 
une ligne de niveau /~^(0) d'une application / G C^(G,M) dont la differentielle Dhf ne s'annule 
pas. On note I'sip) la normale horizontale vers S en point p G S, c.-a-d. le vecteur qui est donne 
localement par 

Mp) ■■= - u^^'iflu , VGfip) ■■= {Xif{p),...,x^,^vJip))- 

WVg f{p)\\p 

Ici la norme || • ||p est induite par un produit scalaire sur HpG qui rend {Xi{p), . . . ,XdimVi(j')} 
orthonormaux. Remarquons que selon la definition us pent etre toujours choisie continue sur S. 
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3.2. Parametrage des surfaces H^-regulieres 

Notations et premieres proprietes. Soit S une surface H^-reguliere qui est localement donnee 
par la ligne de niveau /~^(0) d'une application scalaire / S C)^(]HI^,M) telle que X/(0) / et 
/(O) = 0. En vertu du theoreme des fonctions implicites, nous supposons que S est un X-graphe 
intrinseque regulier, c.-a-d. 

S:=f-\0)nU = {e^p {(l){y,z)X){0,y,z) \ {y,z) e ft CR^}, 

oil U est un voisinage de G et I'application scalaire continue (/> : 17 — )■ M satisfait certaines 
conditions sur un ouvert O que I'on precisera. On note I'application 

^iy,z) :=exp {^{y,z)X){0,y,z) = {0, y, z){4>{y, z), 0,0) = {<p{y , z) , y , z + 2(t>{y , z)y) , 

qui est en fait I'homeomorphisme de sur son image S. L'operation de groupe s'ecrit pour les 
points du graphe 

^(yi,^i)~^^(y2,^;2) = y2-yi 

\ Z2- zi + 2{y2 - yi){(f){yi,zi) + (I){y2,z2)) 

Pour la distance d'Heisenberg induite sur le graphe on gardera la meme notation : pour A = 
(yi, zi), B = (2/2, Z2) G n on aura 

dM B) = max{Vl</'(i?)-</'(^)P + |y2-yi|2, \Z2 -zi + 2{y2 - yi){(t>{B) + 4>{A))\^. 
On definit egalement une fonction d,^ : 0^ — )• [0, 00] : pour j4, i? € on pose 

d^{A, B) = max{|y2 - yi|, 1^2 - zi + 2{y2 - yi){4>{B) + ^{A))\^. 

La differentiabilite horizontale continue de / se traduit sur S comme 

(I>{y2, Z2) - (/>(yi, zi) - w{B){y2 - yi) = o{doo{A, B)), 

Y f 

Oil le petit-o est uniforme sur chaque partie compacte de Jl, et w(B) = o ^(B) une notation 
qu'on gardera par la suite. 
On pent en deduire 

Lemme 3.6 (proprietes de (f) [ASCV06]). La fonction d^ est une quasi-metrique sur 0, qui est 
localement equivalente a la distance induite doo, c.-a-d. elle est bi-lipschitzienne par rapport a 
V autre sur tout il' d $7. En outre, I'application (j) satisfait 

\(t){y2,z2)-<l}{yi,zi)\ = 0{d^{A,B)), 

\<t){y2.Z2)-<l}{yi,zi)\=o{\A-B\l), (3.1) 
<^(y2, Z2) - Hyi,zi) - w{B){y2 - yi) = {d^{A, B)) , (3.2) 

oil les "0" et "O" sont uniformes sur tout Q' il,. 

Remarque 3.7. L'application cj) "herite" de la regularite euclidienne de /. Par exemple, si / est 
a-Holder au sens euclidien, alors (j) I'est aussi. 
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Demonstration. Pour A, B €z 0,' on note A' = ^(A), B' = ^{B), et on introduit le point 
mixte C = B ((/>(A), 0, 0). Ainsi, 



min{\Xf\mB) - cP{A)\ < \f{B') - f{C')\ = \f{A') - f{C')\ < C^' " C 



i/\a 



et, on conclut avec \A' — C'\ < Cexpl^ — B\ vu que I'application exponentielle est euclidienne 



Remarque. En general, les surfaces H -regulieres ont un mauvais comportement vis-a-vis de la 
metrique euclidienne. Citons ainsi la construction dans [KSC04] qui produit I'exemple des surfaces 
-regulieres S de dimension euclidienne egale dimg^ = 2.5. Notons aussi qu'en general d'apres 
le theoreme de comparaison de dimensions [BTW09] dim£;5 G [2,2.5] vu que diuihS = 3. 

Champ horizontal transporte. Maintenant nous allons etudier plus en detail la geometric de S 
a travers I'application (p. Tout d'abord, on considere le champ de vecteurs continu sur qui joue 
un role tres important dans notre etude 



Si (p est de classe (autrement dit, S est une surface reguliere au sens euclidien sans points 
caracteristiques), alors est le champ horizontal sur S tire en arriere par $. 

Considerons 7(t) une ligne integrale du champ de vecteurs issue du point {yo,zo), c.-a-d. 
une solution de probleme de Cauchy 



D'apres le theoreme de Peano, une telle courbe (de classe C^) existe pour un intervalle de 
temps non-vide = (ti,t2)- Nous considerons toujours des solutions maximales de (3.3), c.-a-d. 
7(t) — )• do, lorsque t — )• ti et t — )• t2. Remarquons qu'une solution de (3.3) n'est pas necessairement 
unique. 

Grace aux proprietes speciales de (p on obtient le resultat cle suivant (comparer avec [BCIO]). 

Lemme 3.8 (Regularite supplementaire). Toute courbe 7(-) solution de (3.3) est de classe C^, 
ou de fagon equivalente, (j)oj[-) est de classe et, done, ^oj{-) est une courbe horizontale de 
classe sur S. En outre, pour tout t £ I-y 



lipschitzienne. 



□ 



wHy,z) = dy-i(P{y,z)d,. 




(3.3) 




(3.4) 



(3.5) 



Demonstration. Pour t E on note 



A(/)(t) := (/) o 7(t) - 0(yo, zo); 



w{t) ■.= wi-f{t)). 
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En reecrivant (3.2) compte tenu des relations integrales (3.3) pour t £ [—S,6] C I-y, 6 > 0, on 
obtient 

\A^{t)\ < \w{t)t\ + \A(t){t)) - w{t)t\ < \w{t)t\+et{\t\ + \z{t)- zo + At(f){yo,zo) + 2tA(t>{t)\^) 

t 

){t)\+et)\t\+et\4. [ A^{s) ds - 2tA(l){t)\'^ 





t 



<iC + €t)\t\ +2€t{\ / A(/)(s) ds\2 + \tA(Pit 



ou C = max \w{t)\ < oo vu la continuite de w(t), et (quitte a raccourcir 5) 1 > — )• lorsque 

te[-5,5] 

t — )• . Pour T E [0,(5] on introduit la fonction maximale : M(T) = max |A0(t)|. D'apres 

ie[o,T] 

I'estimation ci-dessus 

i 

M{T) < max |(C7 + e(t))t + 2e(t)(| j A(t>{s) ds\^ + \A(t>{t)t\^^^ < {C + 1)T + A{TM{T))^ . 



La resolution de cette inegalite elementaire sur M{T) donne I'estimation M{T) < cT, c = 
c{C) < oo, et en particulier, A(p{T) < cT. Le meme raisonnement applique au T < permet de 
conclure que 

A(j){t) = 0{\t\) lorsque t 0. 
En reinjectant cela dans (3.2) on montre la differentiabilite de (/> o ^ en : 

A(p{t) - w{t)t = o{\t\). 

Comme 7(t + to) est une solution de (3.3) issue de 7(^0); la courbe (j)o"f est continument derivable 
sur tout et 

{(t>o^{t))' = w{t). 

Maintenant, on voit que la courbe 9 t — )• $ o 7(t) E est de classe et horizontale. En 
particulier, elle est continument horizontalement differentiable [Vod07], son vecteur tangent egale 

II 

Notation. Pour un sous-ensemble £^ d on note 

ujtJE):= sup gup \w{^A) - w[A!)\. 

' A,A'£E; ||^-^'||2 A,A'&E 

A^A' 

Les fonctions ^^12 et oj'^ sont finies, en outre d'apres (3.1) uf^^i^) — ^ et u!^{E) — uni- 
formement pour les sous-ensembles E de chaque partie compacte de lorsque diamE' — t- 0. 

Lemme 3.9 (Divergence des courbes integrales). On considere ^i{t) = {yi{t) , Zi{t)) , t G {—5,6), 
deux courbes integrales de W^, i = 1,2. Alors pour tout t G {—6, 6) on a que 

\z2{t) - zi{t)\'2 < {\Z2{0) - zi{0)\ + C{t)\y2{0) - yi(0)|5f}5 + c{t)\t\, (3.6) 

ouC{t)=4 sup ,2(71(5) U 72(5)). 

s6[0,t] ' 



+ y ) o$o7(t), tei^. □ 
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Demonstration. On deduit de I'equation integrale que pour tout < t < 5 

t 

\z2it) - zi{t)\ < |Z2(0) -zi(0)| +4 / \Hy2{0) + s,Z2is))-(l)iyiiO) + s,zi{s))\ds< 



L'estimation enoncee decoule maintenant d'une inegalite non-lineaire de Gronwall (voir [Kim04, 
Th. 2.1]). Le meme raisonnement s'applique aux t negatifs. □ 

3.3. Description geometrique de la metrique doo induite sur S 

Pour deux points notes A = {yi,zi), B = (^21-^2) £ ^ on fixe 71 (t) = {yi + t, zi{t)) une courbe 
integrale quelconque de issue en t = du point A = (yi, zi). Supposons que [0, y2 — yi] C I^-^ ; 
on introduit le point B' = 71 (y2 — Hi), zi = zi{y2 — yi)- A partir de la norme homogene p sur 
nous definissons alors la fonction dg^p{A,B) : 

dg,p{A,B) := p{w{A){y2 - yi),y2 - yi,Z2 - k)- 

En prenant, par exemple, la norme homogene poo on obtiendra 

dg^oo{A,B) = max{|y2 - yi|\/l + w{Ay, \z2 - zi\^}. 

Pour C ri notons par D{Q') C fi' x 17' I'ensemble des points ou dg^p pent etre definie. 
Remarquons que pour toute partie compacte de d $7 la fonction dg^p{A, B) est definie pourvu 
que A G Q' et doo{A,B) < 5{Q'), 011 6{Q') = 6 { dist{i}' , dQ)) > 0. La fonction dg^p n'est pas 
symetrique et sa definition depend du choix d'une courbe 71. Malgre cela dg^p est equivalente a la 
distance homogene dp^S, notee dp{A,B) = p{<i>{Ay^^{B)), induite sur S dans le sens suivant. 

Lemme 3.10. Pour tout A,B £ D{Q.'), fl' (g n, 

Idg^piA, B) - dp{A, B)\ = o{dg,p{A, B)), 
oil le petit-o est uniforme lorsque A ^ B. 
Demonstration. On notera dans la demonstration qui suit : 

:= a;"'(7i[0,y2 - Vi]), := ^f/2(i? U B'). 

II est facile de verifier que — )• et e*^ — )• lorsque B ^ A uniformement sur D{^1'). 

D'abord nous obtenons l'estimation de la divergence des composantes verticales de dp et 
dg^p. On a que 

A, := \{Z2 - zi) - {Z2 -zi+ 2{y2 - yi){(t>{B) + = \zi - zi + 2(y2 - yi){4>{B) + </.(A))|. 

On rappelle que zi{t) satisfait zi{t) = zi — A jl4>{s + yi, zi{s)) ds. On fait apparaitre le terme 
4>{B') = 4>{y2,zi{y2 - yi)) ■ 

y2-yi 

\h-zi + 2{y2-yi){4>{B) + 4>{A))\<2\ j 2<i){s + yi, zi{s)) - 4>{A) - 4>{B') ds\ 



+ 2| {y2 - yi){HB') - HB)) I =: 2Ai + 2A2. 
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Comme (pini')) 6st de classe C^, suivant la formule d'accroissements finis le premier terme est 
majore par (avec € [0, s] et ,^2 £ [s, 2/2 — Ui]) 

Ai < I j w{(,i + yi,zi{(,i)){s-yi) + w{(,2 + yi,zi{(,2)){y2- s)ds\ 


2 



<e'^ I \s\ + \y2-yi\ds<2e'"\y2-yi 
Pour le deuxieme, 







A2 < e'^\y2 - yi\\z2 - < 2e'^(|y2 - + ^2 - hi)- 

Finalement, en additionnant on arrive a A^ < 8 (e"" + 2e^) dglA^B)"^. 
Maintenant on fait I'estimation de la divergence des composantes en x : 

y2-yi 

: = \{<P{A) - ^{B)) - w{A){y2 - yi)\ < \ [ w{ji{s)) ds - w{A){y2 - yi) 



+ 10(5') - ^{B)\ < e'"\y2 - yi\ + e^lh - < 2(e'^ + e'")dg{A, B). 

Avec les estimations de A^ et A^^ et compte tenu de la continuite et I'homogeneite de la 
conclusion s'obtient aisement. □ 

On remarque que diam^^p E = sup{dg,p(j4, B) \ A^B ^ E} est defini pour tout sous-ensemble 
E suffisamment petit dans Vt' d 0. Ainsi, nous pouvons definir les mesures de Hausdorff baties 
sur diam^^p pour tout ensemble £^ d Q. Une consequence immediate du lemme 3.10 est 

Corollaire 3.11. Les mesures de Hausdorff construites a partir de dp et dg^p coincident (en toute 
dimension) sur les ensembles compacts de S. 

Fixons Vt' (£ 0. Pour A = (yo, zq) G il' et < r < 5{Vl') on definit I'ensemble B^g ^ {A, r) de la 
fagon suivante : 

Bdg,Mr) = {{y,z{y)) e I |y-yol < , ^-(y) < z{y) < z+{y)}, 



oil [t+yo, Z- (t)) et (t+yo, sont des courbes integrales de W'f' issues ent = respectivement 



de (yoi zq — r^) et de {yo, zq + r'^). L'ensemble Bd ^ joue le role d'une boule en "metrique" dg 



voir fig. 1. 

Corollaire 3.12. // existe Cr defini pour < r < 5(0') tel que 1 < Cr < C < 00, Cr — )• 1 lorsque 
r — )• 0, et pour tout A ^ Q.' 

B^{A,r/Cr) C Bdg^^{A,r) C B^{A,rCr), 
oil Boo designe une boule en metrique doo\S. 

Le resultat suivant est bien connu [FSSC03b] pour les hypersurfaces regulieres sur les groupes 
de Carnot generaux. Nous en donnons la preuve a titre d'application de la technique developpee 
au lemme 3.10. 
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2r 



A 



2r^ 



Figure 1: Ensemble Ba {A,r) 



Lemme 3.13 (Formule de I'aire pour S). La mesure spherique de Hausdorff S^^l^S est absolu- 
ment continue par rapport a la mesure de Lebesgue C^^Q transportee sur S via Vapplication 
c.-a-d. S^^\_S <^ <I>^(£^Lr2). Plus precisement, si dp une metrique suriP-, on a que 

Sl^S = <^#{jp{-)C^^n), Jp(A)-i = 2-3£2{(y^^) I p{w{A)y,y,z) < 1}. (3.7) 

Remarque. Si dp = doo, alors Jod{A) = 2\J\ + w{A)'^. 

Demonstration. Nous utilisons le theoreme classique de differentiabilite de la mesure spherique 
[Fcd69, 2.10.17, 2.10.18], adapte au contexte de nos considerations : 

Theoreme. Soit fi une mesure Borel reguliere sur et a > 0. Si 

KBp(.A,r)) 



lim , , / . 

r->0+ (diamp r))^ 



s{A) n — p.p. alors /i = s{-)S2 . 



Posons fi := <I>^(£^Lil). Pour arriver a I'enonce il suffit alors de montrer I'asymptotique 
suivante pour tout A £ Q, : 



lim r~-^C^{B G Q I dp(A, B) < r} = C^Uy, z) G I p(w(A)y, y, z) < 1}. 

r— !>0 

Montrons-le en remplagant dp par dg^p et, par consequent, d'apres le lemme 3.10 il sera de meme 
pour dp. Pour calculer C^{B G | dg^p(A, B) < r} on utilise le changement de variables (on 
revient aux notations du lemme 3.10) : 

y2 = yi+ ry, 

Z2 = zi + r'^z — 4:(f){A)ry — 2w{A)r'^y'^. 



{y,z) — > {y2,Z2) ■■ 
Dans les nouvelles coordonnees on aura 



ry 



Z2 - z = r^z - ^{A)ry - 2w{A)r^y^ + i J (/>(7i(s)) ds 





ry 



r^z + 4 J (pijiis)) - (j){A) - w{A)sds = r^z + o{{ryY). 
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On en deduit maintenant le resultat voulu par 



C?{B e n I dg^p{A, B) <r} = C^{y2, ^2) I p{w{A){y2 - yi),y2 - yi, ^2 - h) < r} 
= I det(DP)|£^{(y, z) \ p(^w{A)ry, ry, r'^z + o((ry)^)) < r} 

= r3£2{(y^ I p{w{A)y, y,z + o(l))) < 1} = r^'C^Hy, z) \ p{w{A)y, y, z)) < 1} + o(r3). 

□ 

4. Courbes verticales dans le groupe d'Heisenberg. 

Nous considerons F G Cj:^(]HI"'^, M^) avec une condition de normalisation -F(O) = 0. Dans tout ce 
qui suit nous supposons que DhF{0) est surjective. Le noyau de la differentielle horizontale est 
done I'axe vertical (le centre de H^) : Ker DfiF{0) = Oz = {x = 0,y = 0}. On note alors dhF{A) : 
la partie horizontale de la differentielle DhF{A), dhF{A){x,y) = DhF{A){x,y,0). 

A partir de maintenant notre but est d'etudier les proprietes metriques de I'ensemble compact 
non-vide F~^{0) vu localement au voisinage de S H^. 

Remarque 4.1. Compte tenu de la non-integrabilite de la distribution horizontale, il est facile 
de voir que le noyau Kei DfiF{0) = Oz n'admet pas de sous-groupe complementaire. Nous ne 
sommes done plus dans le cadre du theoreme 3.3, et comme nous le verrons aussi par la suite 
F"i(0) n'est pas "une sous-variete reguliere sous-riemannienne" au sens de [FSSC07]. 

4.1. Considerations preliminaires 

Proposition 4.2. Si la differentielle DhF{0) de Vapplication F G C^(]HI^;M^) est surjective, 
alors Vapplication F est surjective sur un certain voisinage de i^(0). 

Demonstration. (Methode de Newton sur les plans horizontaux) Pour a E on definit deux 
suites recurrentes {An} et {a„} par les formules 

^0 = 0; = F{Q)- 

An+i = e^v([dhF{An)]~^{a-an)){An), \ a„+i = F(A„+i). 

Pour tout a pris sur un certain voisinage compact de -F(O) on verifie par le principe des applica- 
tions contraignantes (avec I'estimee (2.3)) qu'il existe A* tel que A„ — )• A* et F{A*) = a. □ 

Condition de Whitney. Vu que la differentielle horizontale D^F est continue et surjective en 0, 
il existe un voisinage compact U := Boo{0,R) (s H^, R > 0, de tel que DhF{A) est surjective 
pour tout A £ U. Ainsi, la valeur \\DfiF{A){B)\\ = \\dhF{TT{B))\\ est equivalente a la norme 
euclidienne ||7r(i?)|| uniformement pour A €z U. 

Soit A,B£ F^^{0) n U. Nous ecrivons la definition de la differentiabilite horizontale de F 
lorsque B ^ A 

= F{A) - F{B) = DhF{A){A-^B) + o{d^{A,B)). 
On en deduit I'estimation (qu'on appellera de Whitney) 

\\7r{B) - 7r{A)\\ = o{\z{A-^ B)\^2)^ lorsque B ^ A, (4.1) 

oil petit-o est uniforme pour A, B £ F~^(0) CiU et z{-) designe la coordonnee selon z. 
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Remarque 4.3. Si pour toute partie compacte d'un ensemble ferme E restimation (4.1) est verifiee 
uniformement, alors il existe une fonction F £ Cjj{lP- telle que E C F~^{0) et DhF{A) est 
surjective quel que soit A £ E. En efFet, il suffit de poser DhF{A){x,y,0) = (x,?/) pour tout 
A G E et appliquer le theoreme 2.4 de prolongement de Whitney. 



4.1.1. Calcules de de F^(0) pour F e C^{R^,R'^). 

Si XF et YF sont de classe C^, alors ZF = —^[X,Y]F est continue. Cela signifie que 
F = (/11/2) £ C^(M^,M^) et d'apres le theoreme classique des fonctions implicites localement 
I'ensemble F^^(O) est une courbe simple representee comme 

F~\o) nv = {r(z) = (7(z), z)\ze [-6, 6]}, (4.2) 

oil 7 est de classe et V est un voisinage de G M'^. Quitte a diminuer 6, le parametrage 
{z — )• r{z)} est bi-lipschitzien de ([— (5, (5],| • jz) dans {M^,doo)- En plus, compte tenu de la 
condition (4.1) la "densite" est egale a 

Jiz) = lim t-^doo (r(z), r(z + t))' = 1 + 2 lim det(7(z), 7(z + t)) = I + - 27^7^. 

Remarquons que la courbe F E n'est jamais tangente a la distribution horizontale car dhF 
est injective. Par consequent, la fonction continue J(-) ne s'annule pas. D'apres [Fcd69, 2.10.10, 
2.10.11] Ti'^ L_T = T^(^J{-)7iy^^ , ori 71^2 ^st une mesure de Hausdorff sur [—5, S] par rapport a 

la metrique | • |2. Par ailleurs, ^^^2 ~ done 

5 

nU^) = j 1 + 27;7,. - 27^7^, dz = jdz- 2{y dx - x dy). 

-5 r 

Calculous maintenant la densite J(-) plus explicitement. La relation ^F(^^{z), = {XF)'-^'.^. + 
{YF)^'y + {ZF)J = conduit au systeme lineaire : 

Xf2 Yh )\iy ) '\ Zh 
L'hypothese de la surjectivite de DhF nous permet d'extraire J de ce systeme : 



) = -JidhF)-^ ( S ) ' ^ = 1 - [lyidHF)-,' [zh)~ ^^^^^^^^ ' 



et finalement. 



2 



J = T ::r7—r , ori 



Zf2hxXf2 + 7yYf2) - Z/i(7,X/i + jyYfi] 



1 + 2(*) ' XhYf2 - Xf2Yh 

Une courbe lisse simple T qui n'est jamais tangente a la distribution horizontale, quitte a faire 
une translation, admet une representation locale (4.2). En appliquant le meme raisonnement que 
ci-dessus, nous pouvons montrer done que pour une telle courbe F sa mesure H'^ est donnee 
comme I'integrale le long de F de la forme de contact (voir [Jca06]) : 



^^(F) = j dz -2{ydx - xdy). 
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L'orientation de T est choisie ici de fagon a ce que la forme de contact soit positive sur T. 
C'est une generalisation de cette formule que nous obtiendrons par la suite. Notons egalement 
I'interpretation geometrique remarquable de la mesure 'H^(r). Par le theoreme de Green, elle 
est egale a la difference entre I'accroissement de la coordonnee z le long de F et quatre fois I'aire 
(orientee) balayee par la projection 7r(r) dans le plan horizontal (voir fig. 2). 



z 




Figure 2: Interpretation geometrique de Ti'^ 



4.2. Ensembles verticaux Reifenberg plats 

Ici nous demontrons qu'un ensemble de niveau F~^{0) est exactement I'ensemble e-plat au sens 
de Reifenberg avec e — )• quand I'eclielle diminue, pour lequel I'axe vertical Oz joue le role du 
plan approximatif en tout point et a toute echelle. Nous en deduisons par la suite que F~^{0) est 
localement une courbe simple. 

Proposition 4.4. // existe r > tel que quels que soientAe F-'^{0)nU et B e hA,rriF-^{0)nU , 

\\F{B)\\>cMB)-7r{A)\\, 

ou hA^r = {A + tX{A) + sY{A) \ {t,s) G D{0,r) C M?} est la boule fermee de rayon r sur le 
plan horizontal attache a A et c> est une constante. En particulier, pour tout A £ F-i(o)nc/ 
I'ensemble h^^^ ^ F^^{0) CiU ne contient que le seul point A. 

Demonstration. Par definition, lorsque 3 B ^ A 

F{A) - F{B) = DhF{A){A~'B) + o{po,{A-^B)) , 

oil le petit-o est uniforme pour A E F'^{0)nU et B £ hA,i. Vu que la differentielle continue dhF 
est inversible, I'inegalite suivante est verifiee 

\\DhF{A){A-'^B)\\ > 2c\\tt{B) - it{A)\\ 

pour tout A £ U et tout B E hA,i, c > 0. Comme A~^B est horizontal (c.-a-d. z{A~^B) = 0), 
il existe r > tel que \\o{poo{A-'^B))\\ < c\\7r{B) - tt{A)\\ pour tout A E F^^O) D U et tout 
S E /lAr- II en decoule le resultat enonce. □ 
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Lemme 4.5 (projection de F~^{0) sur I'axe vertical). // existe > et 6 > tels que pour tout 
z G [—5,'^] on pent trouver un point 7(2;) G (pas forcement unique), \\j{z)\\ < vq, tel que le 
point (7(z),z) appartient a F^^{0). 

Demonstration. Notons Fz{x,y) = F{x,y, z) — la restriction de F sur les plans z = const. Pour 
tout z I'application F^ £ C'^(M^;M^), de plus, Fz est difFerentiable (au sens usuel) en G et 
dFz{0) = DhF{0,z) est inversible. 

La proposition 4.4 garantit I'existence du rayon tq > tel que pour tout B dans un disque 
ferme D{0,ro) C I'estimation ||Fo(-B)|| > C||i?||, C > 0, est verifiee. En particulier, I'image 
du cercle dD{0, tq) par Fq ne contient pas I'origine. Compte tenu de la continuite de F, il existe 
6 > suffisamment petit tel que Fz{dD{0,ro)) pour tout z £ I = [—6,6]. II est clair que 
chaque F^ G C°(L>(0,ro),M^) est homotope a Fq G C°(L>(0,ro),M2) par I'application F. On 
rappelle que le degre deg (F^, -D(0, tq), O) est un invariant homotopique quel que soit z £ I, 
car (9-0(0, ro)) pour z £ I. Verifions par la definition de degre d'application continue 
que le degre deg (Fq) -^(0, ro), O) appartient a {—1;!}. On choisit une approximation standard 
F, = F*he-F* h,lo) G C°°, F,{0) = 0, de F. La convergence uniforme F, F, XF, XF et 
YFe — )■ YF, a lieu sur tout compact (voir [FSSC031)], par exemple). Comme (iFo(O) est injective, 
la differentielle d(Fe)o(0) Test aussi pour e assez petit. De meme, si e < eo alors || (Fe)o(i?) || > 
^\\B\\ pour tout B G F>(0,ro). Comme F-^{Q) n F'(0,ro) = on a bien deg (Fq, F)(0, ro), O) = 
signdet d(Fe)o(0) 7^ 0. Comme pour 2; G / le degre deg (F^, -C(0, ro), O) est different de zero, 
pour chaque z G / il existe un point 7(2;) G 15(0, tq) tel que Fz{'^{z)) = F{'j{z),z) = (voir 
[Llo78]). □ 

Exemple 4.6 (Non-unicite de I'intersection F~^(0) avec z = const). Considerons I'ensemble com- 
pact ^ = {0} U {^n}^=i U 1, ou An = (i,0, 1) et Bk = (i, i). On verifiera par des 
calculs elementaires les hypotheses de la remarque 4.3, ce qui donnera I'existence d'une applica- 
tion F G C^(H\R2) avec DhF{0) surjective telle que A C F-^{0) . 

Demonstration. Comme A ne possede que le point limite 0, on n'a a verifier que ce qui suit 
lorsque n. A: — )• 00 

MB,) - n(An)\\ = o(|.(A-i?,)|i) ^{l-lr + ^ = o{\'--l + 2^'- 
Pour fixe assez grand, et on cherche a estimer en fonction k > N 

sup — TTT ~ + 

Oil on note a{k, n) := nk~'^\k{k — n) + 2\~^ et b{k, n) := {k — n)'^n^^\k{k — n) + 2\^^. 

II est facile de voir que a{k,n) < a{k,k) = ^ ~ Jk — JN' Pour estimer b{k,n) on pose 

g{x) = et h{x) = k{k — x) + 2 ; on a 

g{x)\' _ (x--fc)(x(fc2-2)-(fc^ + 2fc)) 
h(x)) ~ x2(fca;-2-fc2) ' 

9{x) 



Les points critiques de sont les suivants (dans I'ordre croissant) : 



xi = < iV, X2 = k>N, 

x:i = k + -, X4= <fc + l. 
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En particulier, on voit que est decroissante sur (0, k) et croissante sur oo). On en deduit 

que sup b{k,n) < m.ax{b{k, N),b{k,oo)} = msLx{b{k, N), j:}. II suffit done d'estimer sup b{k,N). 

n>N k>N 

(x—N)^ 

Des calculs du meme type montrent que la fonction jv(x(x-jV)+2) croissante pour x > et, 

done, sup b{k, N) = 6(00, N) = N''^. □ 

k>N 

Definition. On definit la distance de Hausdorff dist// entre deux sous-ensembles Ei,E2 C 
par 

distH{Ei,E2) = max{ sup doo{A,Ei), sup doo{B,E2)}. 

Notation. On note EA,r E D Boo{A,r) pour E C ; notons egalement Za ■= {i? G | 
tt{B) = Tr{A)} et ZA,r ■= Za n B^{A,r). 

Remarque. doo{B,ZA) = doo{B ,IiA{B)) = ||7r(S) - tt{A)\\, ou 0^(5) = A{Q,z{A'^B)). 
Lemme 4.7. // existe un voisinage U de G tel que E = F^^{0) verifie 

dist// {EA,r, ZA,r) < re{r) pour tout Ae Er\iJ, (4.3) 
et e{r) — )• quand r — t- 0. 

Demonstration. Considerons d'abord G F~^{0). Si ^4 G F~^(0) ni?oo(0,r), alors doo{A, Zo,r) = 
||7r(A)|| = o(|2;(A)| 2 ) = o(r), lorsque r — )• d'apres la condition (4.1). Si ^ = (0, 0, z) G Zo^r, alors 
pour r < ro suffisamment petit d'apres le lemme 4.5 on pent trouver A = {'~f{z), z) G F~^{{)), et 
done d'apres (4.1) doo{A,A) = \\'^{z)\\ = o{r) Ainsi, distj^ (E'er, -^Cr) = o(r). 

En suivant la demonstration du lemme 4.5 on demontre que grace a la eontinuite de DhF 
on pent choisir un voisinage ferme JJ C Boo{0,R) de qui verifie ce qui suit : pour tout A G 
F~^{0) nU le lemme 4.5 applique a la fonction translatee F o ta-i a lieu avec ro > et 5 > 
qui ne dependent pas de A. On remarque maintenant que I'argument ci-dessus s'applique a tout 
A G F^^(O) n U ce qui donne distj^ [Ea^t-, ZA,r) = o{r), 011 le petit-o est uniforme exactement 
comme celui de (4.1). □ 

Definition. Le cone tangent homogene d'un ensemble C en est un ensemble 
Tan(£;,0) = {A = lim 5r„(^n) G ou A„ G E et r„ ^ ooj. 

En un point a G quelconque le cone homogene est donne par Tan(£', a) = Tan(T„-ii?, 0). 

Une consequence facile de la definition et du lemme 4.7 est 

Proposition 4.8. Le cone tangent homogene de F~^{Q) coincide avec le noyau de la differentielle 
horizontale : 

Tan (F"^(0),0) = KerZ)ftF(O) = Oz. 

Proposition 4.9. Supposons qu'un ensemble compact E Cll^ satisfait 

doo{B, ZA,r) ^ e(r)r pour tout B G i?A,r tout A £ E DU, 

oil e(r) — )• quand r — )• et U est compact. Alors il existe une fonction F G C}^{U^,R'^) telle 
que F^{E nU) = et dhF^{E r\U) = Id. 
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Demonstration. II suffit de verifier la condition de Whitney (4.1) pour un compact EOU (voir la 
remarque 4.3). On prend A, B £ ECiU assez proche de sorte que e{r) < 1 pour r := dooiA, B). II 
est immediat que ||'/r(^) — vr(i3)|| = doo{B, ZA,r) < e{r)r, et done doo{A,B) = \z{A~^B)\2 , d'oii 
la conclusion. □ 

Definition. Le cone vertical pointe en ^ G H"'^ d'ouverture e G (0, 1) et de rayon r > est 
I'ensemble Cr,e(.A) = {B em^\ d^{B,ZA) < edoc{A,B)} n B^{A,r). 

Le cone vertical se decompose naturellement en Cr^eiA.) = C^^{A) U C^^{A), oil C^^{A) = 

Cr,e{A) n G Ml I z{A-^B) I 0}. 




Figure 3: Cone vertical Cr,e(0) (la zone grise) 



Proposition 4.10. Soit O G Cj^^{A) ou de fagon equivalente A G C^^{0), R > quelconque. 
Alors diamoo C^^M) n C^^,{0) < 2d^{0, A){e'^ + \/l + e^). 

Demonstration. Quitte a faire une translation, on peut supposer que O = et done e^z[A) > 
||7r(A)p. Soit B G C^^^{A) n C^^^(O). Cela veut dire en particulier que e^z{B) > \\tt{B)\\^ et 
e'^{z{A) - z{B) + 2det{7r{A),7r{B)) > \\7r{B) - 7r{A)f. On estime done 

doo{0, Bf = z{B) < z{A) + 2 det (7r(A), 7r(B)) < z{A) + 2e^ z{A)z{B), 

d'oii en resolvant une inegalite quadratique, on obtient doo{0,B) < z{A){e'^ + Vl + e^) = 
doo{0, A){e'^ + \/l + £■*). L'inegalite triangulaire donne I'enonce. □ 

On peut verifier egalement que diamoo Cf^£(^) = rVl + e^- 

Definition 4.11. Un ensemble ferme E C est dit e-Reifenberg plat par rapport au sous- 
groupe vertical Oz dans C/ C (a partir de I'echelle ro > 0) si 

dist^ {EA,r, ZA,r) < re pour tout A £ E nU et tout < r < tq. (4.4) 

Theoreme 4.12 (du parametrage des ensembles verticaux Reifenberg plats). Supposons qu'un 
ensemble compact E CM.^ est e-Reifenberg plat par rapport a Oz dans Boo{0, R) avec < e < eo 
assez petit. Alors (du point de vue topologique) I'ensemble E (1 Boo{0,R) est localement I'image 
d'une courbe simple. 

Remarque. On ne cherche pas ici la valeur optimale de eo- Dans cette demonstration, on peut 
prendre tout Eq < (1 + 2\/2)~2 0.511 ... (on aura bien e^ + y^l + + e^ < \/2). 
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Demonstration. Prenons un point O E EnBoo{0, R)- On pose r = ^ minjro, doo(0, dBoo{0, R))}- 
En faisant une translation, on se ramene au cas oii O = est I'element neutre. D'apres la 

condition (4.4), il existe un point A £ C^^{0) n E tel que doo{A,{0,0,r^)) < er. On definit 

ro(t) = tA, t G [0, 1], le segment de droite reliant O et A. 

On note ri = . On trouve maintenant un point B £ E ("au milieu" entre O et A) tel 

que 

(B€ C+ ,(0) he, ^ r ||7r(S)|| < en, 
[doo{B,{0,0,rj)) <en ^ [rj > ziB) > {I - e^)rl 
On a aussi ||vr(i?) — 7r(^)|| < edoo{A, B), d'oii on deduit que 

dooiA, Bf = \z{A-^B)\ < \z{B) - z{A)\ + 2\\tt{B) - 7r{A)\\ \\tt{B)\\ < rl{l + e^) + 2e\idoo{A, B), 
ce qui donne I'estimee doo{A,B) < ri{e^ + + e"^ + e^). Par consequent, 

ma-K{d^{0,B),doo{B,A)} < c{e)doo{0, A), 

ou c{e) :=2-2{e^ + Vl + e'^ + e'^) < 1 pour un choix de e < Eq. 
On definit alors 

'2tB, ie[0,i]. 



ri(t) 



(2t-l){A-B)+B, tG[^,l], 



2' 

3 



Oil il s'agit des operations lineaires usuelles dans M . On obtient facilement 

max doo(ro(t),ri(t)) < Cedoo{0,A), 
ie[o,i] 

oil C < oo est une contante absolue qui ne depend que du choix de la norme homogene poo- 

Maintenant nous construisons recursivement une suite de courbes r„ : [0, 1] — )• H^, n > 0, en 
iterant de fagon dyadique la procedure de construction de Pi a partir de Pq. En particulier, la 
courbe P„ est lineaire (au sens de M^) sur tout intervalle ^ti] pour A; = 0, . . . , 2" — 1 ; en plus 
rn(^) = Pn+i (^) S E pour k = 0, . . . 2". On demontre par recurrence que 

.=0"^!^^-/°° ^r„(-),p.(— )J < 

'^'^.=0,™--/°^ (rn-i(2JbT),r„-i(|^)) < c{erd^iO,A). 



On obtient alors 



max doo (Pn(i)) r^+i (t) < C8c{erdooiO,A). 
ie[o,i] 



Par consequent, la suite P^ converge uniformement sur [0, 1] vers sa limite notee P : [0, 1] — )■ H^. 

Montrons maintenant que P([0,1]) = ECiU, ou U = C^^ ^(O) Ci ^{A) ; O et A sont les 
extremites de P. Premierement, on voit que toute courbe P„ C f/ car, par exemple, U est convexe 
et pour construire des courbes P^ on ne prend des points que dans U. Remarquons qu'a chaque 
fois qu'on prend un point B € EDU on obtient (grace comme toujours a (4.4)) une decomposition 
EnU = En{UiU U2), oil Ui = C+^^(0) n C-^^,{B) et U2 = C+^^{B) n C:;^,^^{A). On montre done 
par recurrence que pour tout n > 

Enu = En (j Un,k, out/„,fc = c+,(p„(|^))nc,-„,,(p4^)). 
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Or, d'apres la proposition 4.10, diarrioo t^n,fc < Cc{e)^dooiO, A), C < oo. Comme E est compact, 
on en deduit que r„([0, 1]) > E (lU au sens de la convergence de Hausdorff. Notons ici que 

n— >oo 

la courbe T est invective. En effet, si < ti < t2 ^ alors pour tout n on peut trouver ki et 
k2 tels que T{ti) S C/n.fci et T{t2) G Un,k2^ or, Un,ki H Un^k2 = ^ des que \ki — k2\ > 2 ce qui est 
toujours vrai pour n assez grand. Ainsi, E CiU = r([0, 1]) est I'image d'une courbe simple. 

En appliquant le meme raisonnement que ci-dessus on montre qu'il existe un point A £ E Ci 
C~^iO), -r^ < z{A) < -(1 - e'^)r'^, tel que EnC~^^{0) nC+ est aussi un arc simple. Vu 
que E n Boo{0, r) = E (1 Cr,e{0) pour < r < tq, I'enonce s'obtient facilement. □ 

Remarque 4.13. On peut egalement voir la demonstration du theoreme 4.12 sous un angle 
legerement different. On deduit d'abord que I'ensemble compact E est localement connexe (car les 
points dyadiques choisis a I'etape n sur E forment une e„-cliaine avec — 0). Puis, on observe que 
pour tout couple de points A, B G E assez proches, I'ordre lineaire A < B <^=^ z{A~^B) < est 
bien defini. Get ordre lineaire etant compatible avec la topologie, I'ensemble connexe lineairement 
ordonne E DU est homeomorphe a un intervalle. Voir une realisation de la meme idee dans la 
sous-section 4.3. 

Remarque 4.14. On peut verifier que le parametrage obtenu {t — )• T{t)} de I'ensemble E CiU est 
bi-H61der continu, c.-a-d. c\t2 - til^^^^ < doo{T{ti),r{t2)) < c\t2 - til^^^^, < c < c < oo, avec 
P{e) <l< a(e)- Ici nous ne le demontrons pas (et ne I'utiliserons pas par la suite) premierement 
parce que les exposants a et /3 obtenus par I'algorithme ci-dessus sont loin des optimaux, et 
surtout parce qu'il est toujours facile de reparametrer une courbe E Ci U pour retrouver des 
meilleurs exposants (a I'image de ce qu'on fait dans la section 5). 

Corollaire 4.15. Soit F G C}j{lP-,R'^), F(0) = 0, et la differentielle Dhf{0) est surjective. II 
existe alors un voisinage U deO tel que U Ci F~^{0) est I'image d'une courbe simple. 

Ainsi, localement I'ensemble de niveau -F~^(0) est un arc simple tangent (par exemple, au sens 
de dilatations homogenes) a I'axe vertical, ce qui justifie 

Definition 4.16. On appellera courbe verticale I'ensemble U D F~^{0) dans le corollaire 4.15, 
autrement dit, une partie connexe de F~^{0) localisee au voisinage de 0. 

4.3. Considerations topologiques 

Ici nous demontrons le corollaire 4.15 par une autre methode qui presente un interet indepen- 
dant. L'argument topologique que nous utiliserons ci-dessous est proche de celui dans [Wci02]. 

4.3.1. Selection du flot continu en dimension 2 

Probleme de Cauchy. On fixe une fonction scalaire continue ip definie sur un ouvert ^ D [— r, r]^ 
de M? telle que max\ip{y, z)\ < 1 pour {y,z) £ [— r, r]^. (La valeur 1 n'a aucune importance pour 
les resultats qui suivent ; il suffirait de redimensionner les carres en question) . 
On note 5 := - et on considere I'ensemble de fonctions suivant : 

Z:={zeC\[-6,6];R) \ y y e [-5,6] : z'{y) = i;{y, z{y)) et z(0) G [-<5, 5]}. 

Remarque 4.17. D'apres le theoreme de Peano, pour tout zq G [—5, 6] il existe un element z G Z 
tel que z{0) = zq. De meme, pour tout couple {yo,zo) G /q := [— g, g]^ il existe un element de 
z £ Z tel que z^yo) = zq. 
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Topologie uniforme. On munit Z de la distance uniforme sur [—5, S\ : 

duizi,Z2) = max \zi{y) - Z2iy)\. 

Une consequence directe du theoreme generalise de Kneser [Huk53] est 
Proposition. L'espace {Z,du) est compact et connexe. 

Structure d'EPO. On munit naturellement Z d'une structure d'ensemble partiellement ordonne 
(EPO) en disant : zi < Z2 si et seulement si zi{t) < Z2{t) Vt € [—5,5]. 

Remarque 4.18. L'EPO {Z,<) est un treillis. Si zi,Z2 G Z alors il est facile de voir que les 
fonctions 

{zi V Z2){t) := m8ix{zi{t),Z2{t)} et {zi A Z2){t) := min{2;i(t), Z2{t)} 
appartiennent egalement a Z. 

Remarque. La compacite entraine que toute suite generalisee monotone (au sens large) d'elements 
de Z converge uniformement vers un element de Z. 

Remarque. I'EPO {Z,<) est un treillis complet : quel que soit le sous-ensemble non-vide Z' C Z 
il existe supZ' et inf Z', de plus ils sont dans la fermeture Z''^'' . En efFet, en prenant un ensemble 
{zn} au plus denombrable partout dense dans Z' on verifie que 

sup 2' = lim (zi V . . . V Zn), mi Z' = lim (zi A . . . A 

n— >oo n— >oo 

Plot sans penetration. 

Definition 4.19. En vertu du theoreme de Hausdorff, on pent choisir un element maximal T 
(par rapport a I'inclusion) parmi les sous-ensembles de Z lineairement ordonnes. On appellera 
une telle famille de fonctions "flat sans penetration local". 

Lemme 4.20 (Continuite du flot sans penetration). L'espace {T,dy) est compact non-vide sans 
points isoles. En outre, tout point T B z = sup{z €z T \ z < z} = mf{z € T \ z > z} (avec la 
convention sup0 = inf 7" et inf = supT), et, par consequent, (T,du) est connexe. 

Demonstration. Comme Z est non-vide, T I'est aussi. 

Montrons que (T, d^) est ferme. Par I'absurde, soit T 3 Zn ^ z £ Z \ T lorsque n — oo. Vu 
la maximalite de T, il existe un element zo £ T qui est non-comparable avec z, c.-a-d. qu'ils 
existent t^,t- £ tels que z{t+) > zo{t+) et z{t-) < ZQ{t-). Ainsi, soit Zn < zq et, done, 

du{zn, z) > z{t^) — zo{t+), soit Zn > Zq et, donc, du{zn, z) > zo{t^) — z{t^), d'ou la contradiction 
au fait que z„ — )■ z. 

Supposons, par I'absurde, qu'il existe une fonction T 9 2+ > inf T telle que z+ > z_ := sup{5 | 
z < 2;_|_} G T. On pent donc trouver tjq S [— 5, <5] et zq £ [—r,r] tels que z+{yo) > zq > z^{yQ). 
D'apres le theoreme d'existence, on pent trouver une solution maximale z± £ C^(/^^,M) qui 
verifie z'j.{y) = i/j{y,z{y)) et z±{yo) = zq. Vu que z±{y) — )■ d^l lorsque y — dlz^, I'element 
Zj. := z_ V (z+ A z±) £ Z est bien defini. Comme z+ > z^ > Z-, on obtient la contradiction 
a la maximalite de T- Le meme raisonnement s'applique pour demontrer I'egalite avec inf. En 
particulier, T n'a pas de points isoles. □ 

Du lemme 4.20 et des resultats de la topologie generale (un compact connexe muni d'un ordre 
lineaire compatible avec la topologie est homeomorphe a un intervalle ; voir, par exemple, [Eng89]) 
decoule 
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Theoreme 4.21. L'espace {T, dy) est homeomorphe d I'intervaUe ([0, 1], | • |) par un homeomor- 
phisnie preservant I'ordre. 

Remarque 4.22. II est facile d'en deduire que I'ensemble {Z,du) lui-meme est connexe par arcs. 
Or, rensemble de solutions 

^= {AG C^([-(5,(5],M") I A'(t) = Vo\{t), te [-6,6], et A(0) = 0}, 

oil V est un camps de vecteurs continu et borne sur M", n'est pas connexe par arcs en general 
[Pug64]. Notons aussi que (J^, du) est toujours un compact connexe qui est acyclique en homologie 
de Cech [Aro42]. 



4.3.2. Application aux lignes de niveau 

Deux fonctions scalaires. On considere maintenant de nouveau une application F = (/, g) £ 
CJ^(]H\m2) tgiig ^(0) = et det(d/jF) / 0. On voit cette fois-ci I'ensemble ^-^(0) comme 
I'intersection des deux surfaces H-'^-regulieres, f~^{0) et g^^{0). Sans perte de generalite on pent 
supposer Xf ^ 0. Soit (j) une fonction donnee par le theoreme des fonctions implicites applique 
a / comme cela a ete fait dans la sous-section 3.2 (on garde les notations de la section 3). 
Compte tenu du caractere local de notre etude, on cherche a decrire $(r2) n g~^{0) ; on note done 
A'^ := $-1(^-1(0)). 

Voyons comment la condition de Whitney (4.1) s'ecrit sur A'^'. On se rappelle que pour tout 
17' (e I'estimation uniforme pour A = (yi, zi),B = {y2, Z2) G 17' Pi A'^ a lieu 

\'KmA))-7:{^B))\=o{\z{^{A)-^^{B))\^l^), 

ou explicitement 

|0(i?) - </>(^)|2 + |y2 - yiP = o{\z2 - + 2(^2 - yi){(t^{A) + (t>{B))\). 

La distance I A'^ est egale a 

d^{A,B) = \z2-zi + 2{y2-yi){(t>{A) + (t>{B))\^'^ 

des que les points A,B £ A'^ sont suffisamment proches. Compte tenu de (3.2), la condition de 
Whitney (4.1) est equivalente a 

\y2 - yi? = o{\z2 -zi + 2(2/2 - yi){<l^{A) + (/.(i?))|), 
oil le petit-o est uniforme pour A,B £ 17' n^-^. 



Application. Nous allons appliquer maintenant le theoreme 4.21 k tp := —Acj). On choisit r > 
de sorte que [— r, r]^ C 17 et < 1/4 sur [— r, r]^. On note egalement T un Hot sans penetration 
obtenu a partir de ip. 

Montrons qu'au voisinage de I'origine le graphe de tout element de T (qui est une courbe 
integrale de W'^') contient exactement un seul point de A'^'. Soit ^{t) une courbe integrate de W'f', 
d'apres le lemme 3.8 la composition g o ^ o ^ : [—6, J] — )• M est de classe C^, sa derivee vaut 

Yf \ ^ det dhF ^ 

YfXg + ygj o $ o 7 = o $ o 7. 
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Par la continuite de DhF quitte a diminuer r > 0, on peut supposer 



mm 



det dhF ^ 
o cp 



Xf 



> v>0. 



Par la continuite de g, il existe ri G (0, 5] tel que max \g o $(0, z)\ < v6. On considere deux 

ze[-ri,ri] 

fonctions z^, Z/s £ T telles que Za{0) = —ri et -2/3(0) = n. On note T' = {z £ T \ z^ < z < zp} 
et U = {{y,z{y)) \ y G [— (5, G T'} un voisinage compact de 0. II est facile de voir (car on a 
tout fait pour) que si z G T' alors le graphe de z rencontre toujours un seul point de A'^. 

On definit maintenant I'application P : 7"' — )• A'^ H U qui associe a chaque element de T' 
I'unique point de A'^HU que son graphe contient. La condition de Whitney sur A'^ et la description 
geometrique de doo (le lemme 3.10) nous donnent finalement 

Proposition 4.23. L'appUcation P : {T',du) — >■ [A'^ nU,doo) est 1/2-Hdlder continue et surjec- 
tive. On observe qu'en particulier 

nl{A^nu)<C'Hl{T'),c<^. 

II est evident que {T',du) est homeomorphe a I'intervalle ([0,1], | • |). Soit s : ([0,1], | • |,< 
) — )• (7~',du;<) un homeomorphisme monotone. On considere la relation d'equivalence TZ sur 
[0,1] definie par : aTl(3 P o s{a) = P o s{f3). Chaque classe d'equivalence contient soit un 
intervalle ferme soit un point. L'espace topologique quotient ([0, 1]/TI,tii) est aussi, a son tour, 
homeomorphe a ([0, 1], | • |). L'application Po s passe au quotient et definit ainsi une application 
continue bijective P : ([0, 1], | • |) — )• [A'^nU, doo)- Ainsi, nous arrivons a la conclusion du corollaire 
4.15. 



Ensemble transverse a un "entonnoir". A la fin de cette section on voudrait soulever un 
probleme topologique qui, a notre connaissance, reste ouvert dans sa generalite. Le cas le plus 
simple a ete traite ci-dessus (n = 1) ; voir aussi [Wci02] pour la generalisation de ce raisonnement 
et une riche litterature sur la theorie generale des "entonnoirs" (ang. funnels) [Aro42, Pug75, 
Pug64, HcrOO]. 

Question 4.24 (Probleme topologique). Soit V = (1, Vi, . . . , V„) un champ de vecteurs dans 
]^n+i jgg fonctions Vi : W^~^^ M sont seulement bornees continues. Considerons I'ensemble 
A ("entonnoir") des lignes integrales du champ V qui se trouvent en temps t = sur I'hyperplan 
{xi = 0}. Supposons que I'ensemble ferme E C {—6 < xi < 5} est transverse a ^ au sens suivant. 
Toute ligne de A coupe I'ensemble E en exactement un seul point et de plus l'application qui 
associe a une ligne de A I'unique point de E lui appartenant est continue, oii A est muni de la 
topologie uniforme (sur I'intervalle de temps xi G [—(5,(5]). 

L'ensemble E est-il localement homeomorphe a une boule i?" de M" ? 



5. Proprietes metriques des courbes verticales 

Apres avoir etabli que I'ensemble de niveau r :=F-i(0)nC/est un arc simple, nous revenons 
a des considerations dans (et plus sur S). Les coordonnees x, y et z d'un point G seront 
designees par x{A), y{A) et z{A) respectivement. Etant homeomorphe a un intervalle T herite 
d'une structure d'ensemble lineairement ordonne. Pour tout A,B £ T,A < B, on notera par 
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I'intervalle -B] = {C £ T \ A < C < B}. Nous choisissons I'ordre croissant sur T ce qui veut 
dire que 

si A,B €r et A< B ^ doo{A, Bf = z{B) - z{A) - 2{x{B)y{A) - x{A)y{B)). (5.1) 

On peut toujours faire ce choix car si A, B ^ T et A B, alors z{B) — z{A) — 2(^x{B)y{A) — 
x{A)y{B) / 0. 

L'element essentiel de cette section est 

Remarque 5.1. On considere trois points A,B,C G T tels que A < B < C. D'apres (4.1) on a 
avec un petit-o uniforme lorsque A^ C 

d^{A, Bf + doo{B, Cf - doo{A, Cf = 2 det {^{B) - ti{A),ti{C) - 7r{B)) 

= 2((y(C7) - ymi^iB) - x{A)) - {y{B) - y{A)){x{C) - x{B))) 

= o(doo(A B))o{dooiB, C)) = oidooiA, Bf + d^{B, Cf) = oidoo{A, Cf). (5.2) 

Nous reecrivons la derniere relation sous la forme 

\dMBf + doo{B,Cf - doo{A,Cf\ < m{d^{A,Cf)doo{A,Cf (5.3) 

pour tons A < B < C sur T, ou m{t) \ lorsque t \0. 

Remarque. La condition (5.3) pour une courbe simple F C est en general plus faible que la 
condition de Whitney (4.1). Prenons, par exemple, T{t) = (t,0,2t|t|), t G [—1, 1]. En effet, pour 

t2 > ti on a doo(r(ti),r(t2))^ = max{(t2 - ^l)^2(^2|^2| - ti\ti\)} = 2{t2\t2\ - ti|ti|). Vu que 
t t\t\ est croissante, doo{T{ti),T{t2))'^ + doo (r(i2), r(i3))^ - doo (r(t3), r(ti))^ = pour tons 
ti<t2< t-i. Neanmoins, ||vr(r(t)) - 7r(r(0))|| = \t\ ^ o{d^{T{t),r{0)) = ^/2|t|. 

5.1. Quasi-metriques plates 

Pour comprendre les proprietes de T, qui decoulent de (5.3), nous nous plagons dans un cadre 
legerement plus abstrait. Notamment, tout au long de cette sous-section nous supposons que k 
est une quasi-metrique continue (par rapport a la topologie usuelle) sur [0, 1] qui est plate dans 
le sens ou elle satisfait la condition suivante : 

\k{A, B) + k{B, C) - k{A, C)\ < m{K{A, C))k{A, C), (5.4) 

pour tons 0<j4<i?<C<l, ou m{t) \ lorsque t \ 0. L'espace quasi-metrique A := 
([0, 1], k), etant homeomorphe a un intervalle, sera appele "courbe plate". Bien siir, nous pensons 
avant tout au cas oii A = (P, LP). 

Remarque. Toute courbe dans M" qui est e-plate au sens de Reifenberg avec e — )• lorsque I'echelle 
se raffine, satisfait la condition (5.4) avec k une metrique euclidienne induite (voir [DKTOl, 
DT99]). De bons exemples sont donnes par des flocons de neige plats (c.-a-d. dont les angles 
decroissent avec I'echelle) ; ils peuvent en particulier avoir une mesure iV^ infinie. 

La premiere consequence facile de (5.4) est 
Proposition 5.2. Si [A,B] C [0, 1], alors uniformement lorsque k,(A,B) — )• 0, 

diam^([A, B]) = k{A, B){1 + o(l)). 
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Demonstration. Par compacite pour tous 0<yl<i?<lon peut trouver C,D G [A, B], C < D, 
tels que diam.f,{[A, B]) = k{C,D). D'apres (5.4), 

K,{A, B) - D) - k{D, B) = o{k{C, D)), 
k{A, D) - k{A, C) - k{C, D) = o{k{C, D)), 

et en additionnant on conclut que 

k{A, B) > k{A, B) - k.{A, C) - k{D, B) = k{C, D){1 - o(l)). □ 

Proposition 5.3. La dimension de Hausdorff de la courbe plate A est egale a 1. 

Demonstration. On construit par recurrence une suite de families d'intervalles fermes Jk = 
{I^ , . . . , k = 0,1,2,.... On pose = [0,1]; supposant construit chaque intervalle 

,i = 1, . . . ,2^ , donne naissance a deux intervalles de Jk+i de la maniere suivante. Si = [a, c] 
alors l2^i = [o; b] et /g/^^ = [b, c] oil le point c G [a, b] est tel que K{a, b) = k(J3, c). Pour = [a, b] 
on note L^^i := K{a, b). On introduit egalement une distribution de masse fi sur [0, 1], c.-a-d. une 
mesure de probabilite borelienne, en posant n{Ii) = '2,~^ pour tout If G Jfc,fe = 0, 1,2, . . . . 

D'apres (5.4) pour tout A; > et i = 1, . . . , 2'^, 

\Lk,i — 2Lk+i^2i-i\ = \Lk,i — 2Lfc+i,2i| < 'mk,iLk,i, mk,i = m{Lk,i). 
Pour Lk := maxL^ j et Ik '■= minL^ j on demontre par recurrence sur k que 

i ' i ' 

L ^ L ^ 

— J|(l -mfc) < Z„ < L„ < — JJ(1 +mfc), mfc := max|mfc_i|. (5.5) 
k=l k=l * 

Quitte a considerer un nombre fini d'intervalles plus petits nous pouvons supposer des le debut 
que ruk < mo < 1, k = 0,1, . . . . On voit qu'alors 

Lo{^y<ln<U.<Lo{^y, (5.6) 

et done ruk — )• lorsque /c — )• oo. 

Majoration. On fixe a > 1. Quelque soit n entier les intervalles de famille Jn recouvrent [0, 1] 
et leurs diametres tendent vers 0. Estimons done 

2" 2" 
i=l 1=1 

n n /I _|_ ~ ' 

< LoCnL^-' + nik) < CnL^ + nik) ( 
k=l k=l ^ 

Oil c„ — )• 1 et (5„ — )• quand n — )• oo. A partir d'un certain no on a bien (1 + ruk) ( ^"'"™° )" ^ < 1; 
k > no. Par consequent, 'H"(A) = et done dim A < 1. 

Minoration. On utilisera le principe de distribution de masse [Fal03, Fcd69]. Soit a < 1 
quelconque. Pour avoir dim A > 1 il suffit done de verifier que pour tout [A, B] C [0, 1] on a 

lim n{[A,B])^{A,Br- = 0. 

k(A,B)^0 
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Figure 4: 9 / c [A, B] et 4/i(/f ) > ii{[A, B\) 



Avec les estimations (5.5) et (5.6) on demontre sans peine que 

limsup /z([a, 5])K(a, &)~" = 0. 

Pour finir il reste a remarquer que tout intervalle de [^4, B] C [0, 1] contient un certain intervalle 
if E Jfe suffisamment large avec 4:ii{lf) > fi{[A, B]) (voir fig. 4). □ 

Definition 5.4. La courbe A est appelee p-Ahlfors reguliere s'il existe < C < oo tel que tout 
[A,B] C [0,1] verifie C-^ k{A, B)p < nUiA B]) < Ck{A,B)p. 

Remarque 5.5. Suivant le raisonnement de la proposition 5.3 on observe que I'hypothese X^^q ''^k < 
oo entraine la l-Ahlfors regularite de A. En effet, il suffit de remarquer que dans ce cas-la les deux 
produits dans I'estimation (5.5) convergent, et par consequent < C^^ < fJ,{[A, B])k{[A, B])^^ < 
C < oo pour tout intervalle non-vide [A, B] C A. 

Definition 5.6. Soit {X,d) un espace quasi-metrique et A : [0,T] — t- {X,d) une courbe. Pour 
p > on definit p-variation de A comme 

Var^'(A) = sup|^d(A(ti),A(ti+i))P | < to <•..<*«< r| . 

Une consequence immediate des proprietes metriques de la mesure fi construite ci-dessus sur 
A est 

Corollaire 5.7. La courbe plate A est de p-variation finie Var^ A < oo pour tout p > 1 et de 
p-variation infinie Var^ A = oo si p < 1. De fagon equivalente, la courbe plate A admet toujours 
un parametrage holderien ([0, 1], | • |) — t- ([0, 1], k) avec tout exposant a < 1 et jamais avec a > 1. 

Definition 5.8. Pour la courbe A on introduit la variation inferieure 

n n 

Var(A) := liminf y^diam«;([^i,^j+i]) = liminf ^(^i, Aj+i), 
5^0 ^ — ' <5— s>0 — ' 

i=0 1=0 

Oil I'infimum est pris sur toutes les subdivisions cr = {0 = < < • • • < < ^n+i = 1} de 
[0, 1] avec \\a\\ := max \Ai — < 6 (la deuxieme egalite est vraie a cause de la proposition 

i=0,...,n 

5.2). 

Proposition 5.9 (formule de I'aire). Pour la courbe plate A, il est verifie ^{^{X) = Var(A). 

Demonstration. II est clair que 'H;^(A) < Var (A) car I'infimum pour nl est pris sur un ensemble 
plus large. Supposons done que 'H\{\) < oo et montrons I'inegalite inverse. 

N 

Soit [0, 1] C U -Ej, < diamK(-Ej) < 5, Ei est ouvert, un recouvrement fini (vu la compacite) 

i=0 

de A. Pour Ei ^ on definit Ai = mi{Ei} et Bi = supj-Ej} et on voit que F C |J[^j,i?j]. 
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On peut alors trouver une suite de points = Co < Ci < . . . < C„ < C„+i = 1 tel que tout 
I'intervalle [Ci,Cj+i] soit contenu dans un certain [j4fc,^fc+i] et que deux intervalles successifs 
n'appartiennent pas a un meme [Ak, Ak+i]. D'apres la proposition 5.2 on a que diamK([vli, Bi]) < 
K{Ai, Bi){l + e{6)) < diamK(£'j)(l + oii e{5) — lorsque (5 — )■ 0. Finalement on obtient que 

n 

K{a, Ci+i) < ^ diam^([Afe, Ak+i]) < (1 + e{6)) ^ diam;,(^fc), 

i=0 k k 

d'oii on deduit que Var(A) < 'H\{\). □ 

Lemme 5.10 (formule de I'aire : cas regulier). Supposons que X]£o"^(^~*) ^ ^^ors la courbe 
plate A est 1-Ahlfors reguliere, et en outre 

n 

nl{X)= lim a = {0 = to <ti < . . . <tn+i = 1}, 

oo 

\ni{[s, t]) - k{s, t)\ < Ck{s, t)M{K{s, t)), M{1) := ^ m{Cl2''), [s, t] C A, C < oo. (5.7) 

i=0 

Remarque. L'hypothese X^^q "^(2~*) < oo est un analogue (uniformise) de la sommabilite de 
nombres de Jones dans le probleme de voyageur de commerce [Jon90]. En general, en I'absence 
de cette hypothese on peut avoir 'H^(A) = ou 'H},{X) = oo. 

Demonstration. Comme on a suppose m monotone, Ylj^ m{2~^) < oo entraine que m{r^^) < 
oo pour tout 1 < r < oo. D'apres la remarque 5.5, A est 1-Ahlfors reguliere et admet done 
un parametrage bi-lipschitzien ([0,T],| • |) — > ([0,1], k). De plus, on peut toujours choisir ce 
parametrage de sorte que (5.4) se reecrive 

\K{s,t) + K{h,t) - K{s,h)\ < Cm{\s - t\)\s -t\, h£ [s,t] c [0,r], C < oo. 

Compte tenue de la formule de I'aire (proposition 5.9) pour obtenir le resultat enonce il suffit 
d'appliquer maintenant 

Lemme 5.11 (de la couture [FdLP06]). Soit ji : [0, 1]^ — t- M une fonction continue telle que 

|/i(a, b) + fi{b, c) - fj,{a, c)| < uj{\a - c|), b G [a, c], 

pour une fonction uj{t) \ quand t \ Yl'i^o^i'^~^) < ^lors il existe une unique (d une 
constante additive pres) fonction : [0, 1] — t- M telle que 

oo 

\u{b) - v{a) - fi{a, b)\ <Y, 2'^(l^ - a|2~^). 

i=0 

En outre, les sommes de Stieltjes X^^q /^(^«' ou a = {a = to < ti < . . . < tAf+i = b} est 
une subdivision de [a,b], convergent vers v{b) — i'{a) lorsque \\a\\ — t- 0. 

Remarquons que ce lemme a ete demontre dans [FdLPOC] dans le cas oii u:{t) = Kt^'^'^, a > 0, 
mais sa demonstration se modifie facilement pour couvrir les hypotheses que nous avons enoncees 
ci-dessus (voir egalement [You38, Bur48]). □ 
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5.1.1. Application aux courbes verticales 

II est temps de deduire quelques proprietes des lignes de niveau resultant des considerations 
sur les quasi- metriques plates. 

Soit, comme au debut de la section, T = F-^{0)nU une courbe verticale parametree de fagon 
croissante pour une application F £ Cjj{M^ jM."^) avec la differentielle Di^^F surjective. On note 
Xi,yi, Zi les coordonnees x, y, z respectivement du point S T (s H^. Soit a = {A = Aq < Ai < 
. . . < An < Ajy^i = B} une subdivision sur T = [A, B]. On voit que 



N N 
1=0 1=0 

N 



]dooiAi,Ai+i)'^ = '^Zi+i - Zi + 2{xiyi+i - yiXi+i) 



z{B) - z{A) + 2^Xi(yi+i - y,) - yi{xi+i - Xi). 



D'apres (5.3), (r,(i^Lr) est une courbe plate, et comme la mesure de Hausdorff est invariante 
par un plongement isometrique, on deduit des propositions 5.3 et 5.9 

Corollaire 5.12. La courbe T est de dimension sous-riemannienne egale d 2, dim/j F = 2, et 

N 

Uloi^) = z{B) - z{A) + 21iniinf ^^(xiyi+i - yiXi+i) 



^° .=0 



/dz + 21iminf / i xdy — ydx). (5.^ 

r 



En revanche, la mesure de Hausdorff spherique d'un sous-ensemble depend en general de I'es- 
pace ambiant. 

Proposition 5.13. Toute courbe verticale T verifie "W^lF = j^^lF. 

Demonstration. II suffit de demontrer deux inegalites. D'une part, diamoo(-Boo(C', r) H F) < 
\/2r(l + o(l)), oil le petit-o lorsque r — )• est uniforme en C S M^. En effet, pour des points 
A, B € T D Boo{C, r), A < B, on utilise la condition de Whitney sur F pour deduire 

doo{A,Bf = z{B) - z{A) - 2det(7r(5),7r(^)) = {z{B) - z{C) - 2 det(7r(5), 7r(C))) 
- {z{A) - z{C) - 2 det(7r(A), ^(C))) - 2( det(7r(5), 7r(A)) - det(7r(5), 7r(C)) + det(7r(A), 7r(C))) 
< doo{B, Cf + doo(A, Cf + 2| det(7r(S) - 7r(^), ^(A) - 7r(C))| < 2r'^ + o{r'^). 

D'autre part, tout intervalle [^,-8] C F est contenu dans une boule de rayon r = ^ ^ 

o(l)), le petit-o lorsque A — )• i? est uniforme en A, G F. En effet, etant donnes deux points 
A, i? E F on prend un point C G F tel que dao{A,C) = dooiB,C) := r. On constate que 
[A,B] C Soo(C,r), ou r = max{diamoo([^, C]), diamoo([S, C])}. Or, 2f2 = d{A, Bf {A + o{l)) 
d'apres (5.3), et ^ — t- 1 d'apres la proposition 5.2 (uniformement lorsque A — t- B). □ 

Remarque 5.14. Si au lieu de doo on considere une autre quasi-metrique dp engendree par une 
norme homogene p sur H^, on aura ^p(F) = Cp'H'^{T), ou Cp = p{0,0,l) est le coefficient de 
dilatation de p par rapport a poo sur I'axe vertical. En effet, a cause de la condition de Whitney 
sur F, diampi? = Cp diamoo -£^(1 + o(l)) lorsque diamoo — )• pour E C T, d'oii la remarque 
decoule facilement. 

Remarque. Pour obtenir la constante ^ comme le rapport lF il suffit egalement de considerer 
les deux mesures sur I'axe vertical Oz. 
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5.2. Cas regulier 

Definition 5.15. On dira que la courbe verticale T est fortement reguliere au sens d'Ahlfors (ou 
/a-reguliere) , si uniformement pour les intervalles [C, D] C F on a une estimation 



nl,{[C,D]) = d^{C,Df + o{doo{C,Df) loTsque C^D. 



On rappelle 



Definition 5.16. Soient x,y £ C°([0,r],M) deux fonct ions continues. L'integrale de Stieltjes 
Jq X dy est definie comme la limite (lorsqu'elle existe et finie) des sommes 



N 

xdy ■.= ^x{ti){y{ti+i) - y{ti)), 



comptees sur toutes les subdivisions o" := {0 = io < < • • • < < ^TV+i = T}, quand 
\\a\\ := max|tj+i — tj| — )• 0. 

i 

Notation 5.17. Pour x,y G C°([0,r],M) et t e [0,r] on notera Z^,j^(t) := 2 jl{xdy -ydx), ou 
la derniere integrale Stieltjes "mixte" est definie comme la limite finie de 

/ (x dy - y dx) = lim y^{xiyi+i - yiXi+i). 
Jo ll'^ll^o-^ 

Remarquons que I'existence de Zx^y{t) n'entraine pas en general I'existence de /g x dy ni de Jg y dx. 
Proposition 5.18. Si la courbe P d est f a-reguliere, alors la formule de I'aire a lieu 

nl^{r) = J dz + 2 J xdy -2 J ydx. 
r r r 

La courbe P admet un parametrage naturel par t P(t) G tel que 

^L(r([o,t])) = t pour tout t G [o,HL(r)]. 

L'application t — t- P(t) est bi-holderienne avec I'exposant 1/2 ; 

c(|t-s|)|i-s|5 >dMt),ns))>c{\t-s\)-^\t-s\K 

oil C{6) — )• 1 quand 5 — )• 0. L'application t — )• P(t) est de la forme 

t t 

t (x{t),y{t),z{0)+t-2 J xdy + 2 J y dx^ (5.9) 



Demonstration. Le fait que P soit /a-reguliere permet de remplacer "liminf" par "lim" dans 
I'expression de Var (voir definition 5.8 et proposition 5.9) et suivant la formule (5.8) on obtient 



Hl,{T) = j dz + 2 J {xdy -ydx). 
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II reste a voir que les integrales Jj,xdy et J-pydx existent separement. Avec le parametrage 
naturel les coordonnees x et y le long de F appartiennent a /ii/2 la condition de Whitney sur 
r. D'apres la remarque A. 3 I'integration par parties est done valable, ce qui implique I'existence 
de 

2 J xdy = xy\^ + j \xdy — y dx). 
r r 

Le reste de I'enonce est une consequence directe de la /a-regularite et de la formule de I'aire. □ 

En general, la courbe T n'est pas /a-reguliere (voir sous-section 5.3). Par contre, la regularite 
supplementaire de I'une des deux applications scalaires de F = (/, g) garantit que la courbe F 
est /o-reguliere. 

Lemme 5.19. Supposons que pour F = {f,g) les derivees horizontales de f satisfont 

m^K{\\XfiA)-Xf{B)\\,\\YfiA)-Yf{B)\\} <m{d^iA,Bf), (5.10) 

oo 

oil m : M_)_ — >• M_)_ est monotone et m{r~^) < oo, pour r > 1. (5-11) 

k=0 

Alors la courbe verticale T C -F~^(0) est f a-reguliere. 

Remarque. Si (5.11) est verifie pour un r > 1, alors vu la monotonie de m cela reste vrai pour 
tout r > 1. On supposera done que r = 2. 

Demonstration. D'apres le theoreme 2.3 de Lagrange, pour A, B ^ H^, 

\f{A) - f{B) - Dhf{B){B-^A)\ < cid^{A,B)m{c2doo{A,Bf), < ci,C2 < oo. 

Sans perte de generalite on peut supposer que Xf > c^^ > sur T, et done pour A,BgT, cela 
se traduit par 

|(x(A) - xiB)) + w{B){y{A) - y{B))\ < ccidooiA, B)m[c2d^{A, Bf) , w{B) = -^{B). 
Par consequent, on obtient que pour tous A < B < C sur T 
\doo{A, Bf + doo{B, Cf - doo{A, Cf\ 

< 2|y(C) -y(5)|ccidoo(AS)m(c2doo(A5)') +2|y(B) -y(A)|cci(ioo(C,5)m(c2(ioo(C,5)2) 

< e{d{A, C))m{c3doo{A, Cf)d^{A, Cf, < C3 < OO, 

Oil e{d) \ quand 6 \ 0, d'apres la condition de Whitney sur T et la proposition (5.2). 
Maintenant nous sommes en mesure d'appliquer (5.7) du lemme 5.10 et en deduire que pour tous 
A,BeT, 

oo 

\nl^{[A,B]) - doo{A,Bf\ < C4e{d{A,B))d^{A,B)^Y,m{c4d^iA,Bf2-'), < C4 < oo, 

i=0 

(5.12) 

d'oii la regularite forte d'Ahlfors de T. □ 
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Corollaire 5.20. Si f £ C^"(]HI^,]R), a > 0, alors Vestimation suivante a lieu uniformement 
pour [A,B] C r 

'Hl{[A,B]) = dUA,Bf{l + o{dUA,Br)). 
Si F ^ Clj"^ (M^ , a > 0, alors Vestimation suivante a lieu uniformement pour [A^B] C F 

n1{[A, B]) = d^iA, Bf{l + 0(doo(A 5)2°)). 

Demonstration. Pour / G C^°(]H[^,M), a > 0, le module de continuite des derivees horizontales 
est donne par m{S) < 6°'. Vu que S^o('^^~*)'^ — '^a'^"' suffit d'appliquer I'estimee (5.12). 

Dans le cas ou F £ Q"(]H1,M2), a > 0, pour tous A,B € r d'apres le theoreme 2.3 de 
Lagrange il est verifie 

\\Tr{A) -7r{B)\\ <cd^{A,B)^+'', c < oo. (5.13) 
Cela entraine I'estimation suivante : pour tous A < B < C sur T, 

\doo{A, Bf + doo(B, Cf - doo(A, Cf\ < cdoo{A, C)2(i+°), 
et done une utilisation usuelle de (5.7) conduit a la conclusion. □ 

5.2.1. Relevement vertical 

Relevement horizontal des courbes holderiennes. Une consequence directe et importante du 
theoreme A. 2 est 

Proposition 5.21. Soitjxijy S H°'{[0,T],M.) aveca > ^. Alors la courbe'j = (Tz, 7j/> — 2^:^,7^) ^ 
H°'{[0,T],M^) n i/"([0, T], M^) est holderienne a la fois en metrique d'Heisenberg et en metrique 
euclidienne. 

Reciproquement, soit 7 = (7^, 7^,72) G H°'{[0,T],M^) une courbe holderienne en metrique 
d'Heisenberg, a > ^. Alors il existe une constante C telle que pour tout t E [0,r], 

7,(0 = C-Z^,,^^(t). 

Remarque 5.22. II existe egalement un relevement holderien (non-unique) de toute courbe dans 
le plan {-ix,ly) ^ i^"([0, T], M^) pour a < \, c.-a-d. une courbe (7^;, 7^,72) G ii'"([0, T], H^) (voir 
[LV07, proposition 3]). 

Question 5.23. Le probleme de caracteriser la projection vr(A) pour A e F2([0, l],IHli) reste 
ouvert a notre connaissance. Soulignons qu'il existe une contrainte supplementaire par rapport 
au relevement holderien pour a 7^ ^. 

Soit une courbe A E if5 ([0, 1], H^), c.-a-d. (ioo(A(/i), A(/)) < C\h - l\^ pour tous h,l G [0,1]. 
Pour un intervalle [s, t] C [0, 1] on definit 

V+{[t, s\) = 2sup / (Ay d\x - \x dXy), V-{[t, s]) = 2inf / (Aj, dX^ - A^ dXy), 

oil a = {s = to < ti < . . . < tn+1 = t} parcourt toutes les subdivisions de [s, t]. Pour tous h > I 

-C{h - I) + 2det (7r(A(/i)),7r(A(/))) < X,{h) - XS) < C{h - I) + 2det (7r(A(/i)), 7r(A(0)) • 

On pose tj+i = h, ti = I, on additionne suivant une subdivision a de [s,t] et on prend inf et sup 
des sommes pour obtenir 

-C{t -s) + V+{[s,t]) < X,{t) - X,{s) < C{t -s) + VI ([s, t]). 
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En particulier, pour tout intervalle [s,t] C [0,1], 

< V+{[s,t]) -V-{[s,t]) < 2C\t-s\. (5.14) 

La condition necessaire (5.14) est-elle suffisante pour construire un relevement de la classe 
//5([0,l],]Hi) de la courbe {Xx,Xy) G //^ ([0, 1], M^) ? 

Proposition 5.24. Soit une courbe hdlderienne {t — )■ {x{t),y{t), z{t))} G H^{[0, 1],M^) telle que 
x,y ^ hi/2{[0, 1],M). Alors il existe une constante C > et une application F G Cjj{M^ ,M?) avec 
DfiF surjective telles que la courbe 2-Ahlfors reguliere 

r = {t^ {x{t),y{t), z{t) + Ct)] C F-i(O). 

Demonstration. Comme \z{t) — z{s) — 2x{t)y(s) + 2x{s)y{t)\ < c\t — s\ pour t, s G [0, 1], alors en 
prenant C > c 

{C - s)\t -s\< \z{t) - z{s) - 2x{t)y{s) + 2x{s)y{t) + C{t - s)\ < (C + c)\t - s\. 

Vu que X, y G /ii/2) on a uniformement ||7r(r(t)) - 7r(r(s))||2 = o{\t - s\) = o(| (r(t)-^r(s)) J), et 
done la courbe F remplit la condition de Whitney (voir remarque 4.3). La regularite d'Ahlfors 
de r resulte de I'equivalence bi-lipschitzienne de (r,doo) a ([0, 1], | • 1^). □ 

Definition 5.25. Soit {t {x{t),y{t))} G C°([0, T], M^) une courbe telle que Z^,y(t) existe pour 
tout t G [0,T]. On appelle relevement vertical de {t — )• {x{t),y{t))} une courbe de la forme 

[0, T]3t^ {x{t), y{t),zo - Z^^y{t)) + (0, 0, t), zq G M. 




71 ■ n . 

Figure 5: Relevement vertical de la courbe de Weierstrass t ^ [Y. 2"' sin(27r2'f), 2"5(1 - cos(27r2't))) 

pour n = 3 (a gauche) et n = 20 (a droite). On volt aussi I'intersection du relevement avec deux plans 
horizontaux. (Les images sont faites a I'aide de Maple.) 



38 



Remarque 5.26. Si 7 G H'^{[0,T],M?), 1 > a > |, alors son relevement vertical appartient 
egalement a i7"([0, T], M^) muni de la norme euclidienne. En effet, d'apres le theoreme A. 2 

l^7:.,7y(*) - Z^.,-yyis) + t - s\ < \t - s\ + - Z^^^^^{s) - 2(7^(t)7j,(s) - 7y{t)jx{s))\ 

+ 2|7x(t)ll7y(s) - 7y{t)\ + 2\jy{t)\\j,{s) - 7,(t)| 
<\t-s\+ Cah\\l\t - + 4||7||oo||7lU|i - sr < Ci^)\t - sr, C(7) < 00. 

Lemme 5.27. Vues localement, les courbes de niveau F d'une application F E C^j'^ {M^ , a > 
0, D^F surjective, sont exactement les relevements verticaux des courbes 7 E H 2 ([0, T],M^). 

Demonstration. D'apres le corollaire 5.20 une courbe verticale F C F^^{0) est fortement Ahlfors 
reguliere. On choisit le parametrage naturel (par ^^lF) sur F; selon I'inegalite (5.13) 7r(F) E 
H^2^ . La courbe F est done un relevement vertical de vr(F) d'apres (5.9). 

Soit maintenant 7 E ff^2~ ([0, T], M^) et F son relevement vertical. Pour t,s E [0,T] d'apres le 
theoreme A. 2 

doo(F(t),F(s))2 > I _Z^,,^^(t) + Z^,,^^(s)-2det(7(t),7(s)) + t-s| 

> |i - s| - Cah\\\+^\t - > c\t -s\> c||7||7+. ||7(0 - 7(s)ll^, c > 0, 

2 2 

pourvu que T soit suffisamment petit (a ||7||i fixee). Ainsi, pour conclure il suffit de poser 
DhF{A){x,y, z) = {x,y,0) et F{A) = pour A E F et d'appliquer le theoreme 2.5 de prolonge- 
ment de Whitney pour les fonctions de Clf. □ 

5.2.2. Dimension euclidienne. 

Considerons comme avant une courbe verticale F = F~^{0) nC/(0), F E Cjj{M^ ,M?) avec D/^^F 
surjective. 

Remarque 5.28. D'apres [BTW09] on a 1 < dim^jF < dim/jF = 2. Comme la projection vr est 
1-lipschitzienne au sens euclidien, nj^{T) > ?^|(7r(F)) et dimgF > dim£;7r(F). Si F est 2-Ahlfors 
reguliere, alors quitte a changer le parametrage 7r(F) E /11/2 et, par consequent, '/r(F) est d'aire 
nuUe dans le plan : C'^{tt{T)) = 0. 

Lemme 5.29. La dimension euclidienne des courbes verticales F peut prendre toute valeur dans 
I'intervalle [1, 2]. 

Demonstration. Pour 1 < /3 < 2 on peut toujours trouver une courbe " quasi- helix" d'exposant 

c.-a-d. 7 : [0,1] telle que c'^lt - < ||7(t) - 7(s)|| < c\t - < c < 00, 

s,t £ [0, 1]. De telles courbes peuvent etre constuites comme des courbes de Von Koch autosi- 
milaires, voir [Tri99], par exemple. On a bien dim£;7 = /3. D'apres le theoreme A. 2 la courbe 
{t — )■ (7x(i),7y(i), ^7^,7y(i))} appartient a {[0,1], iP-). En prenant son relevement vertical 
(proposition 5.24) on obtient une courbe de niveau F avec dirngF = (3 (remarque 5.26). 

Pour la dimension (3 = 2 voir 1' exemple ci-dessous. □ 

Exemple 5.30. II existe une courbe de niveau F 2-Ahlfors reguliere pour laquelle 

dim/i F = dim^; F = dim^; vr(F) = 2. 
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Demonstration. L'idee est de construire d'abord une courbe 7 : [0, 1] — )■ dans le plan de 

dimension euclidienne 2 dont le module de continuite \\^{t) — 7(s)|p < |i — s|m(|t — s\) satisfait 

00 

m,(2^") < 00 et d'utiliser par la suite le relevement vertical pour construire la courbe F avec 

n=0 

les proprietes voulues. La courbe 7 dans notre exemple sera donnee comme une courbe de Von 
Koch, oil a chaque etape d'iteration le facteur de similitude croit. 

On fixe une suite monotone de nombres {/i„} G (0, ^) telle que /i„ \ quand n — >• 00. On 
se donne deux points Aq et avec k = \\Al - A'^W = 1 et on definit par recurrence une suite 
de courbes 7„ : [0, 1] — )• M^, n = 1, . . . , 00. La courbe 7„ est lineaire sur tout intervalle dyadique 
/f := [air, = 1, . . . ,2" - 1, et 7(If ) = [A'^,Af_^^], ou les segments sont tons de 

longueur euclidienne In = 2~"^2+^"\ Les sommets satisfont A^^^ = Af,i = 0, . . . , 2" (voir fig. 
6). 




Figure 6: La courbe 71 (a gauche) et 72 (a droite) 

Pour tons points Af et A'j tels que < |j — i| < 2""'' on demontre par recurrence sur 
n = r + 1 , • • • , que 

n 

\\A2-A]\\<2 J2 

k=r+l 

On montre facilement que la suite jn converge uniformement sur [0, 1] vers une courbe limite 7, 
et que pour |i — s| < 2"'' on a I'estimation suivante : 

00 

117(0-7(^)11 < 2 

k=r+l 

On en deduit que le module de continuite m de 7 satisfait m{2^^') < 2'' (2 ^ 1^) ■ On remarque 

k=r+l 

00 

qu'en particulier 7 € hii2 si khk — S" lorsque k — )• 00. La serie ^ m(2~") est majoree (a des 

71=0 

constantes multiplicatives et additives pres) par 

00 00 00 00 

r=0 r'=0 k=r+l r=0; j,k=l 

00 00 

E 2--i'='^>ZfcZ,<(E2^4)'- (5.15) 

j,k=l k=l 

On conclut done que si la somme ^2-"'^" < 00, alors J^'^i'^''') < converge. Or, en utilisant 

n r 

la distribution de masse naturelle sur 7 il est facile de voir que dim^; 7 = 2 pourvu que /i„ \ 0. 
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Prenons par exemple /i„ = (nlii(n+l)^ + 2)~^ et definissons la courbe 7 : [0, 1] — )■ comme ci- 
dessus. Compte tenu de restimation (5.15), le lemme 5.11 (avec = 2(^x(t)y{s) — y(t)x(s))) 

assure que la courbe t — )• {'yx{'t),7y{'t), ^^^^^^{t)) est bien definie et appartient a /ii/2([0, 1], H-'^). 
La construction de la courbe T est alors faite par la proposition 5.24. □ 



5.3. Exemples irreguliers 

Dans cette sous-section nous construisons des courbes verticales "rugueuses" ri^2 pour les- 
quelles ^^(Fi) = 00 ou -H^(r2) = 0. 

Remarque 5.31. Compte tenu de I'inegalite de la coaire de [Mag02] pour £^-presque tout a G 
la mesure ^^(F^^(a) n K) < 00 est finie pour tout compact K €M^. 



5.3.1. Series lacunaires. 

Le but de cette sous-section est d'etudier plus en detail I'existence et des estimations de 
I'integrale de Stieltjes J xdy au dela de la regularity du lemme 5.11. Pour ce faire on utilisera 
des fonctions holderiennes construites comme des series de Fourier lacunaires. 

Etant donne 0n(*) := (27r)~-'^ exp(— 27r/2"t) et ^„(t) := (27r)~^ exp(27r/2"t) on considere la 
serie de fonctions : 

00 

/(t) = ^2-t(a„0„(t) + 6„Vn(t)), a„,6„EC. (5.16) 

n=0 

Dans tous les cas qui nous interessent nous supposons que f £ H^{[0, 1]). Pour /i > on 
note par k{h) I'unique entier tel que 2"''^^^^^ < h < 2~'^('^). Pour h > 0, 

00 k{h) 00 

I J]]2-ta„((^„(t + /i) -0„(t))| < (27r)~i^2-t|a„||exp(27r/2"/i) - 1| + ^ 2-t|a„| 

n=0 n=0 n=k{h)+l 

k(h) 00 

En k(h) ^ — ^ n — k{h) 1 

2-2|a„|/i2'^ + 2-— 2 ~\an\<h^Lk(h^{{an]), 

n=0 n=k(}i)+l 



k ,00, 

K — n _ — . n — k 



on Lk{{an}) ■■= 2[ \an\2 2 + )^ 2 2 |a„|), et done 

n=0 n=k+l 

\f{t + h)- fit)\^ < 2h{L,^h){{a„}f + L,(^)({6„})2). (5.17) 

On voit alors que Lk{{an}) < 8|| Q^nlloo) ou II • 1 1 00 designe la norme usuelle de I'espace loo- Par 
consequent, si max(|a„| -|- |6„|) < C < 00 alors / G et ||/|| 1 < 8C. On remarque egalement 

n>0 

que si lima„ = lim6„ = 0, alors Lk{{an}) + Lk{{bn}) — > et done / G /ii/2- Avec / considerons 
encore une fonction g dont la decomposition est donnee par 

00 

g{t) = 2"^ (cnMt) + dnMt)) ■ (5.18) 

n=0 
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Soit (7 = {0 = to < ^1 < • • • < < tN+1 = 1} une subdivision de [0, 1] ; on note Ati := tj+i — 

N 

et \\a\\ := max|Atj|. Notre but est d'estimer la somme de Stieltjes j^fdg := ^ f{ti)[9{ti+i) — 
g{ti)). On decompose f^fdg = Da- + Sa en deux termes, appeles diagonal (D) et secondaire (S) : 

oo ^ ^ 

= ^2~"(a„(i„, / (t)n dtpn + KCn / l^ndcjin)] 
n=0 •^'^ •^'^ 

2 (a„(im / 4>n dlpm + bnCm / Ipn d(j)m) 

oo „ „ 

anCm2 / (pn d(j)m + bndm2 / Ipndtpm.- 

n,m=0 •^'^ 

1 1 

Estimation du terme secondaire. Remarquons que / c?'0m = j i^n dcfim = pour n ^ m 



1 1 

non-negatifs, ainsi que / Vn '^V'm = J 4>n dcpm = pour tous n,m > 0. Estimons, par exemple, le 



terme 

n+m / / / V 

a„Cm2 ( / (j)n d(pm ± 4>n d(j)m) = 

n,m=0 Q 

N oo U+^U 
= ^ ^ a„Cm2"'^ / {(t)n{ti) - (t)n{l))(t)'m{l)dl. 
i=0 n,m=0 / 

En fonction de la taille de Atj on utilisera I'une des quatre bornes possibles qui sont faciles a 
retrouver : 

{(pniU) - (t)n{l))<t)'m{l) dl\ < mm < 



{ 2"+™(Ati)2; 

2"+iAt- 



2"^ Ati; ' 
1. 



(5.19) 



Pour {) <i < N fixe, on pose ki = k{Ati) et suivant (5.19) on obtient 

\anCm\2-'^\ / {4>n{ti)-4>n{l))(l)'^{l)dl\< | a„c„ 1 2 2-2^=' 

n,m=0 n,m<ki 
H — 

E n — m 7, ^ — > m — n t, ^ — > 'n-\-7n 

2\anCm\2^2 2^ |a„c^|2^2 '''+2^ |anC™|2 ^ 

m>ki>n n>ki>m n,m,>ki 

I I I I I I OO 

\an\ sr-^ \Cm\ 2 \ " 

2('=i-"')/2 ^ 2('=i-'")/2 ^ 2('^'~")/2 ^ 



2('"-'^i)/2 

■ n=0 ~ m=0 ~ n=0 ~ m=ki+l 

El Cm I \ ^ 

2(fci-m)/2 Z-,' 
m=0 n=fci+l n=ki+l m=ki+l 



fcj I I oo 11 oo 11 oo I I \ 

\ ^ I Cm, I \ ^ I On I \ ^ I On I \ ^ |Cm| \ 

Z-,' 2(fci-m)/2 Z-,' 2("^^»)/2 ^ 2("~'^i)/2 ^ 2("~'^»)/2 / ' 



On en deduit que 

TV 



\SaA < 2^2-^>Lfc^({a„})Lfc^({cm}). 



i=0 
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Exactement de la meme fagon nous pouvons majorer les autres termes de S^, et avoir I'estimee 
suivante : 

N 

\Sa\<2j2 2-'^ {Lk, {{an}) + Lk, ({&„})) (L^, ({c™}) + L^^ . 

1=0 

Estimation du terme diagonal. Pour ce choix de (/> et on calcule 

(27r)Vn(ti)(V'n(ti+i) - MU)) = exp(27r/2"Ati) - 1; 
{2T:fMU){(t>n{ti+i) - Mti)) = exp(-27r/2"Ati) - 1. 
L'estimee | exp(x/) — 1 — Ix\ < justifie I'apparition de la partie principale dans ■ 

N oo 

(27r)2z), = J];2-"(a„d„(exp(27r/2"Ati) - 1) + 6„c„(exp(-27r/2"Ati) - 1)) 

i=0 n=0 

N ki 



27r I Ati{andn - 6„c„) + §„. 



i=0 n=0 

Le terme Sa satisfait I'inegalite 

N oo N ki 

l^-I^E E 2-^^H\andn\ + KCn\)+Y,Y.'^'"'''^'^''iKdn\ + \bnCn\) 
i=0 n=ki+l 1=0 n=0 

N oo ki 

<J2^'''{ E 2-^+^^^\\andn\ + KCn\) + J2'^''-'-'^{\andn\ + KCr, 
1=0 n=ki+l n=0 

N 

<^2-^^{LkMan})LkA{drn}) + Lk^{{Crn})LkMbn})). 
i=0 

Au final nous obtenons que (avec C < 10) 

TV k, 



/ fdg = {2TT) ^ly^Atj y^jandn - bnCn) dn), (5.20) 

•^'^ i=0 n=0 

N 

\Ra{an,bn,Cn,dn)\ < C ^ Ati (Lfc, ({On}) + Lfc^ ({6^})) (Lfc^ ({c^}) + Lfc^ ({d^})) . (5.21) 



i=0 



Vu que X^i^o = 1, on arrive a l'estimee 

dn)\ < C max ^ {Lk{{an}) + Lk{{bn})) {Lk{{cm}) + Lfc({d^})) . (5.22) 

En particulier, le reste verifie \Ra\ < C{\\an\\oo + ||&n||oo)(||cm||oo + Mm||oo), et si en plus |a„| + 
\bn\ — )• ou \cm\ + \dm\ — ^ 0, alors \R(t\ quand \\a\\ — )• 0. 

Proposition 5.32. Soit ||a„||oo + ||^n||oo < oo et \cm\ + \dm\ — ^ 0. Alors, pour f et g dont les 
decompositions sont donnees par (5.16) et (5.18), 

„ oo 

lim / f dg = {2Tr)~^ I y^{andn - bnCn), (5.23) 
si et seulement si la derniere serie converge (pas forcement absolument). 
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Demonstration. En supposant que la serie converge et vu que X^^q = 1 on a I'egalite suivante 

N ki oo oo TV 

i=0 n=0 n=0 n=fc(||(T||) i=0 

La dernier terme tend vers lorsque \\a\\ — >■ car la fonction n — > ^iLq ^ti{^{n<ki} ~ ■'■) 
monotone et bornee. □ 

En repartissant bien les poids convexes Ati on obtient 

Proposition 5.33. Soit ||an||oo + ll^'nlloo < oo et \cm\ + \dm\ — > 0. Pour la simplicite supposons 

m— >-oo 

que les fonctions correspondantes f G et g ^ hi/2 sont a valeurs reelles, c.-a-d. = et 
Cn = dn pour tout n > 0. Alors les valeurs d'adherence de j^fdg remplissent lorsque \\a\\ — >■ 
I 'intervalle ferme 



fdg = [liminf ^„;limsupAJ, yl„ := tt"^ Im(afe(ifc) 

Ja llaIKO n-^oo ^ 

Dans le cas, ou ||a„||oo + ll^'nlloo < oo et ||cto,||oo + ||rfm||oo < oo 



/ fdg C [liminf An- l{f,g);\imsup An + l{f,g)], 

ou l{f,g) = C(||an||oo + ||&n||oo)(||cm||oo + Mm||oo); < C < OO est une constante. 

5.3.2. Relevement des courbes rugueuses 

On fixe une fonction e : R-i- — t- (0, 1] croissante telle que e(t) \ lorsque t \ 0. On suppose 
aussi que la fonction definie par h{t) = e{t)~^t pour i > et h{0) = est continue sur [0, 1]. Soit 
7 : [0,r] — >■ une courbe continue dans le plan. Etant donnes e et 7 on definit une fonction 
continue Az : [0, Tj^ ^ M : pour <t,s <T on pose 

Az(t,s) = /i(||7(t)-7(^)f)+2det(7(t),7(s))- 
Pour i G [0,T] on definit un nombre, fini ou infini, 

z{t) = Var(A2;)[o,t] = sup |^ Az{ti+i,ti) | = io < < • • • < ^JV+i = i| • 

Lemme 5.34 (relevement rugueux). Soient e, 7, Az et z comme ci-dessus et supposons z{T) < 
00. Alors z : [0, r] — >■ M est continue et la courbe r([0, T]) C , r{t) = (7(f), z{t)), est une courbe 
verticale pour une certaine application F G C^(1HI^,1R^), avec D^F surjective sur r([0, T]) C 
F-\0). 

Demonstration. La fonction Az etant continue, si sa variation z{t) est bornee, alors elle est aussi 
continue. II est clair que Var(A2:)[o,t] > Var(Az)[o^s] + Var(A2;)[s pour tous < s < t < T. On 
voit done que 

z{t) - z{s) > Var(Az)[,,i] > Az{t, s), 
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ce qui donne 

e{\m - 7(.)f ) {z{t) - z{s) - 2 det(7(t), 7(«))) > IItW " 7(^)f • 

On note A = T{t), B = T{s) ; vu que e < 1 est croissante, on arrive a 

e{dUA, Bf)d^{A, Bf > MA) - 7r{B)f, 

ce qui est exactement la condition de Whitney pour I'ensemble r([0, T]). □ 

Soit comme avant T = F^^(O) n f/(0) une courbe verticale de niveau de I'application F E 
C^(]H[^,M^) avec D^F surjective, parametree par [0,1] de faqon croissante. 

Remarque 5.35. On voit que les sommes de Stieltjes 2 X^^q (^(^(ij+i)), '?i"(r(ii))) < -^(^(1)) — 
z(r(0)) sont majorees uniformement (quelle que soit une subdivision a = {0 = to < < • • • < 
tAT+i = 1}). Si maintenant 7 G /ii/2([0, 1], M^) et les sommes de Stieltjes det(7(ti+i), 7(ti)) < 
C < oo sont majorees uniformement, alors 7 admet un releve rugueux comme dans la proposition 
5.34. En effet, si 7 n'est pas reduite a un point il suffit de poser 

e(5) = c"-^ sup { max 6o\t - s\^^} , 6 e {0,1]; e{5) = e{l), 5 > I; 

5o<S ll7W-7(s)IP>'5o 

avec I = diam(7([0, 1])) > 0, et c > est une constante assez grande. 
Exemple 5.36. II existe une courbe verticale T pour laquelle 'H^(r) = 00. 

Demonstration. On prend deux fonctions f et g a valeurs reelles de la forme de (5.16) et (5.18) 
respectivement. On choisit egalement {a„} et {dm} de sorte que lima„ = limdm = et que la 
suite '^n=o^^(^ndn) tende vers 00 lorsque — )• 00. La courbe 7 := (/, 5) € /ii/2([0, 1],M^)) et 
les sommes de Stieltjes X^j^ det(7(ti+i), 7(ti)) = J^gdf — J^fdg sont majorees uniformement ce 
qui decoule des formules (5.20)(5.21) et de I'egalite (A. 2). D'apres la remarque 5.35, 7 admet un 
releve rugueux F. En utilisant la formule de I'aire (5.8), la proposition 5.33 et la remarque A. 3 
on obtient que 

^^(r) =z(r(l))-z(r(0))+21iminf ( / fdg- fgdf)=^. □ 
Exemple 5.37. II existe une courbe verticale T pour laquelle 'H^(r) = 0. 

Demonstration. On prend deux fonctions f et g k valeurs reelles de la forme de (5.16) et (5.18) 
respectivement avec limbn = limc^ = 0. On pose 7 := {f,g) S /ii/2([0, 1], M^). Remarquons que 
si 



N 

V/i(||7(ti+i) -7(ti)f ) + 2det(7(ti+i),7(t,)) < 2 limsup V det(7(tfc+i), 7(tfc)) < 00, 

"'^ll-s-O 



i=0 



quelle que soit une subdivision a = {0 = tQ < ti < . . . < tj^+i = 1} (avec h{t) = te{t) ^ comme 
au debut de la sous-section), alors 7 admet un releve rugueux T et, d'apres la formule de I'aire 
(5.8), on aura que ^^(E) = 0. La remarque A. 3 (/5L = 0) et la proposition 5.33 entrainent que 



„ n 

limsup^det(7(tfc+i),7(tfe)) = 21imsup / gdf = 2tt'^ limsup Im(bfcCfcJ 
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Tout en gardant les notations de 5.3.1, 

N , , TV 



5^;det(7(ti+i),7(t,)) = j gdf - fdg = 2 I g df + = 2tt~^Y, At, f^Mhck) + + 

N N 

oil \r^\ <^Mti+i) -liti)f, \Ra\ < CY,^tM{bn})LkA{cm})- 

i=0 4=0 

Ainsi, pour construire I'exemple voulu, il suffit d'exhiber une courbe 7 = (/, (7) G /11/2 telle que 
||7(t,+i) - 7(i.)f (1 + e(ll7(tm) - l{ti)fr') + CAULk,{{bn})Lk,{{cm}) 

n 

< 47r~^Atj limsup Im(6fcCfc) < 00, i = 0, ...,A^, 

pour toute subdivision a de [0, 1]. Compte tenu de I'inegalite 

||7(t4+i) - 7iU)f < iAU{LkMbn}f + LkSMf), 

on prend des suites et {cm} pour lesquelles 

1. < C{Lk{{bn}f + Lk{{cm})^) < limsupX]r=fcIm(^iCi) < 00 pour tout k>0; 

fc^oo limsup ^"^^ Im(6/q) 

Oil C > C + 8 est une constante assez grande. On pent toujours trouver de telles suites (par 
exemple, en considerant —Ib^ = Ck = pour k assez grand, on aura Lfc({6„})^ = Lk{{cm})'^ ^ 
k~'^ et X^j^fc Ini(6;C/) > k~^). Finalement, il n'est pas tres difficile de se convaincre qu'avec des 
suites {bn} et {cm} verifiant les conditions ci-dessus, on pent toujours construire e comme au 
debut de la sous-section. En effet, on pose 

n 

e((5) = 2(5max(|t - s|5fc(|i_s|))~\ S'fc = limsup ^ lm{bici), 



oil max est pris sur Pensemble {s,t G [0, 1] | ||7(t) — 7(s)|| > 6}. Pour 5 > donne. 



\s - t\SkQs_t\) k - i|5'fc(|5_f|) ^k{\s-t\) 



et done i{5) — quand 6^0. Or, 



||7(tm)-7(^.)f 
6(||7(tm)-7(iOP) 

2 " V 2 

II ne reste qu'a modifier legerement e pour finir la construction du e desire. □ 



+ \h{ti+i) - 7(ti)r + CAULkMbn})LkMcm}) 

< ^Sk,+AuU+^){LkMbn}f + LkA{cm}f) < AUSk^. 
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6. Formule de la coaire 



Theoreme 6.1 (Formule de la coaire). Soit F G C}^{m^,R'^) et partout det^F ^ 0. Suppo- 
sons aussi que toute courbe de niveau de F soit equi-fa-reguliere, c.-d-d. quelque soit R > 
V estimation suivante a lieu 

nl{[A,B]) = d^{A,Bf + o{dooiA,Bf), (6.1) 

uniformement pour a £ B{0,R) C M? et pour tout intervalle [A, B] C Boo{0,R) H F~^{a) de la 
courbe verticale F'^{a). 

Alors pour tout ensemble borelien E (ZM^ la formule de la coaire est verifiee 

j Ul^{F-^{a)r\E)dC^{a) = c j \deidhF{A)\d'Hi,{A), (6.2) 

K2 E 
ou dhF est la partie horizontale de la differentielle D^F et c une constante geometrique. 

Remarque 6.2. La condition (6.1) est remplie, comme nous I'avons prouve, pour 

Remarque 6.3. A I'aide de I'inegalite de la coaire [Mag02] qui est generale pour les groupes de 
Carnot, nous pouvons egalement prendre en consideration I'ensemble de points singuliers (oii 
detdfiF = 0) dans la formule de la coaire. Ainsi la formule de la coaire (6.2) sera valable pour 
toute F G C)^(BI^,M^) pourvu que la condition (6.1) soit remplie uniformement sur chaque partie 
compacte de I'ensemble non-singulier. C'est en particulier le cas de F G C^f^, a > 0. 

Remarque 6.4. II sera interessant d'examiner la validite de la formule de la coaire pour les appli- 
cations F G C\j{Ml- (ou bien lipschitziennes) sans hypotheses de regularite supplement aire. 

L'idee principale de la demonstration consiste a obtenir la formule de la coaire (uniforme) sur 
des surfaces H^-regulieres et a utiliser la formule de la coaire pour des applications scalaires de 
classe C\j par la suite (reduction de dimension). 

Demonstration. Soit F = (/,(?) et -F(O) = 0. Sans perdre de generalite nous supposons que la 
derivee Xf 7^ ne s'annule pas sur un certain voisinage de G H^. Considerons alors la surface 
H^-reguliere S = /~^(0) n C/(0), parametree de la maniere standard a I'aide de I'application 
$ : C — )• 5, <^{y,z) = exp((/)(y, 2:)X)(0, y, z), engendree par une application scalaire (/>. 
Comme plus haut nous considerons le champ horizontal et un Hot sans penetration T de ce 
champ. Du flot T on extrait un sous-Hot T' = {2: G T : z- < 2; < z+}, z-, 2;+ G T, z- < < z+, 
tel que pour un certain T > toute courbe verticale {g o <I>)~i(t), t G [— T, T], rencontre toute 
courbe horizontale de T' en un point exactement. En coupant T', nous definissons I un "rectangle 
curviligne" , ou le travail local va se realiser 

/ := {{y,z) G ^ I \go^y,z)\ < T, z_{y) <z< z+{y)}. 

Notons Ft = {g o ^)~^[t) n I les courbes (de niveau) verticales. Compte tenu de (6.1), de la 
description geometrique de doo sur S (lemme 3.10) et de I'estimation de la divergence des courbes 
horizontals (lemme 3.9), on obtient 

Proposition. La fonction T-L'^iT t) est continue ent. 

Fixons r > 0, qui va tendre vers par la suite. Soit N entier tel que Nr < T < (N + l)r. 
Pour tout entier n G [— A^, — 1] considerons la courbe r„r dont les bouts on note a„ et 6„. 
On constuit une suite de points {a„ = a„^o < o-n,i < ■ ■ ■ < sur Fj^j., verifiant la propriete 
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Figure 7: Rectangle elementaire In,i dans le plan du parametrage d'une surface IHI -reguliere 



suivante : pour tout i = 0, — 1, doo{an,i, an,i+i) = r et doo(«n,fc„) ^n) < Maintenant 

pour tout point an,i on trouve une courbe horizontale du flot 7n,i qui le rencontre, et on note 
bn,i le point d'intersection de 'yn,i et de la courbe verticale du niveau "suivant" r^(„_|_i). Pour 
n = —N,...,N — 1 et i = 0, ...,A;„ — 1 on note In,i le "rectangle curviligne" de sommets 
aux points an,i-,hn,i-,an,i+i-,bn,i+i-, qui est delimite par les courbes verticales Tm et T^(^n+i)-, et 
horizontales 7n,i et 7n,i+i (voir fig. 7). 

Comme la composition g o 'yn,i est de classe C^, I'accroissement de la coordonnee y le long 
de 'yn,i est egal a 

y{bni) - y{ani) = r [(fif o $ o 7„,i)'(a„,i)] + o(r), 

oil le petit-o est uniforme sur an,i G I- Puis, en se servant de nouveau du lemme 3.9 sur la 
divergence des courbes horizontales et de la condition de Whitney, nous obtenons 

Proposition. L'aire euclidienne du "parallelogramme" In,i est egale d 

S{In,i) =r^\{g 0^0 -fn,i)'y^{an,i) + o(r3), 

oil le petit-o est uniforme sur I. 
La condition (6.1) implique I'estimation uniforme lorsque r — t- suivante 

nl^ {F~\0, rn) n $(/)) = knr^ + o(l). 

La convergence des sommes de Riemann est evidente 

N 

r'Hl{F-HO,rn)n^I))-^ J 'Hl{F-\0,t) n ^1)) dt. 

n=—N 

Maintenant on se rappelle la relation suivante ([FSSC03b], ou le lemme 3.13) : la derivee de 
la mesure spherique 5^, induite sur S, par rapport la mesure de Lebesgue sur 17 via le 
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parametrage ^ est egale a (c(l) = 2 avec notre normalisation de 5, 



iy,z)=c{l)^l+(^^)\<^{y,z). 



N-l N 

Montrons que les sommes de Riemann rknr^ = Yl r'Hl^{F-^{0,rn) D <^>{I)) + o{l) le 

n=-N n=-N 

sont egalement pour I'integrale sur S suivante : 

c(l)-i / (l+(^y\ ' \Yg-^^Xg\{a)dSUa). 



${/) 



En effet, 

7V-1 N~\ fc„-l 



n=-N n=-N i=0 

7V-1 k„-l 



1 

N-l kn-l 
n=-N i=0 

N~l fc„-l , 2 \ -1/2 

E E l+(57) («"'^) |(5o$o7„,)'|(a„,), 



alors que la derivee (5 o $ o 7„^i)' = (y^i — ^^Xgj 0^0 7„ j. Au bout de compte nous avons etabli 
une formule locale : 

c(l) I ■Hl{F-\0,t)nHl))dt= I '^'\Yg-^Xg\{a)dSlia). 

[-T,T] 

En subdivisant O en des parties par des Hots sans penetration avec les memes proprietes que I 
ci-dessus, nous obtenons la formule de la coaire sur les surfaces H^-regulieres : 

c{l) Jnl{F-\0,t)nS)dt= J ^ \Yg-^Xg\ia)dSl{a). (6.3) 

La meme formule sera valable (uniformement) pour toutes les surfaces H^-regulieres Sg = /~^(s)n 
U, ou s assez petit et U est un voisinage compact de 0. 

II est temps d'appliquer la formule de la coaire pour des applications scalaires [Mag05] qu'on 
explicitera ici dans le cas du groupe d'Heisenberg. Soit u : (H^jdoo) C^, \ • I) une application 
lipschitzienne. Alors pour tout ensemble borelien j4 C et toute fonction mesurable /i : ^ — )• M 
la formule de la coaire suivante a lieu (c(l) est une constante geometrique) 

h{x)y/{Xuy + {Yu)^{x)d£^{x) = c{l) j j h{x)dS^{x)ds 

M n-i(s)nA 
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pourvu que la fonction h{x)y^ (Xu)"^ + {Yu)'^{x) soit sommable. Dans le cas qui nous interesse 



^ _ 1 

posons h := ( 1 + (xf) ) ~ ^f-^^l^ A := U, u := /. En integrant (6.3) en s on arrive a 

c(i)c(i) J nl{F-Hb)nu) dc\b) = cii)cii) 1 1 nl{F-\s,t)nu) dtds = 

R2 MR 

= c(l)y j (^+(^^^'''^ ' \Yg-^Xg\{a)dSl,{a)ds = 
K /-i(s)nc/ 

= j \Xf\\Yg-^Xg\{x)dC'{x) = j \X fY g - Y f X g\{x) dC\x) . (6.4) 
u u 

On rappelle aussi, que la mesure de Lebesgue sur = coincide a un facteur multiplicatif 
pres avec 'H'^. 

A partir de la, on procede d'une fagon relativement standard. La derniere formule se generalise 
facilement pour tout ensemble borelien f/ C H^, en rassemblant des morceaux locaux, ou la 
formule de la coaire peut deja etre etablie. □ 

A. Remarques sur rintegration de Stieltjes 

Ici nous rappelons certains resultats de la theorie de I'integrale de Stieltjes. 

Theoreme ([Che05]). Soinet x,y £ C°([0,r],]R) telles que Vintegrale Jq xdy existe. Alors elle 
peut etre representee 

T T 



jxdy=Yvm^T ^ j [y{t + t) - y{t))x{t) dt. 



Theoreme ([Smi25]). Si pour une courbe 7 = {'yx,Jy) £ C^([0, 1],M^) I'integrale de Stieltjes 
Jq Ix djy existe, alors 

n 

limsupV£2(EC{7([ti,ti+i])}) =0, (A.l) 

ou le supremum est pris sur toutes les subdivisions {0 = to < < • • • < < tn+i = 1} avec 
max — ti\ < 6, et ECji?} designe I'enveloppe convexe d'un ensemble E cM?. En particulier, 

i 

la courbe 7 doit etre d'aire nulle dans le plan : £^(7([0, 1])) = 0. 

Remarque A.l. La condition (A.l) n'est pas suffisante pour I'existence de J ^xd^y. Notons que 
si 7 G /ii/2([0, 1],IR^) alors la condition (A.l) est remplie. Or, on peut trouver un exemple d'une 
courbe 7 G /ii/2 pour laquelle / 7a; d'^y n'existe pas (voir la sous-section 5.3.1). 

Theoreme ([Smi28]). Soit j £ /ii/2([0, 1], M^) une courbe de Jordan (simple et fermee) bordant 
un ouvert D C M^. Alors son integrale de Stieltjes existe et egale suivant V orientation) 



1 

± 





J. 

j ^xd-ty = C\D). 
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Remarque. En general, I'integrale / 'jx d^y n'existe pas meme pour les courbes de Jordan (voir 
[Bcs55], par exemple). 

Une autre condition importante suffisante pour I'existence de I'integrale de Stieltjes est donnee 
par 

Theoreme A. 2 ([Kon37, You36]). Soit x e i7"([0,r],]R) et y £ H^[[G,T],M) avec a + /3 > 1. 
Alors I'integrale xdy existe au sens de Stieltjes et, de plus, pour tout t G [0,r], 

T 

xdy- x{t){y{T) - y(0))| < Co,+p\\x\\h^ r"+^. 



Ce resultat s'etend egalement a des modules de continuite pour / et g, plus generaux que ceux 
de type Holder, voir [You38, Bur48] et le lemme 5.11. 

Remarque A. 3. Compte tenu de la relation 

1 ^ 

\ xdy + ydx-xy | = | - - (A.2) 

on observe que si x,y G i^2([0, 1]), alors pour toute suite de subdivisions an, ||crn|| — > 0, 



lim / xdy + lim / ydx — xy 

J an J a„ 



1 

< Ikllillylli, 



pourvu que les limites en question existent. Si en plus x G /11/2 ou y G /ii/2, alors " I'integration 
par parties" est valable, c.-a-d. la relation 



lim / xdy + lim / ydx = xy , 



a lieu en supposant seulement qu'une des deux limites existe. 
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